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R�esum�e

Nous pr�esentons dans ce m�emoire une m�ethode de v�eri�cation et de synth�ese d'un
r�eseau de Petri relativement �a une sp�eci�cation logique temporelle.

La v�eri�cation consiste �a d�ecider si un r�eseau de Petri R v�eri�e une sp�eci�cation f
�ecrite en formules de la logique temporelle. Pour ce faire, il su�t de construire un graphe
qui combine le graphe de couverture du r�eseau R et l'automate de B�uchi acceptant les
mod�eles de la formule f . Le r�eseau R v�eri�e la sp�eci�cation f si le graphe construit
contient un chemin qui est licite vis �a vis du r�eseau R, et qui est accept�e par l'automate
de B�uchi.

Quant �a la synth�ese, elle consiste �a construire un r�eseau de Petri satisfaisant une
sp�eci�cation f . L'algorithme de synth�ese prend en entr�ee un r�eseau de Petri R et une
formule f de la logique temporelle, et donne en sortie un nouveau r�eseau R0 satisfaisant
f . Le r�eseau R0 est obtenu �a partir du r�eseau R auquel on a ajout�e des places, des
transitions et des arcs. La \r�eutilisation" du r�eseau original R a �evidemment l'avantage
de r�eduire consid�erablement le coût du d�eveloppement.

Nous pr�esentons en�n un algorithme de synth�ese pour un syst�eme compos�e d'un
contrôleur et d'un ensemble d'agents. Cette synth�ese est aussi bas�ee sur la modi�cation
des r�eseaux de Petri originaux donn�es en entr�ee.
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Chapitre 1

Introduction

On distingue principalement deux types de programmes. Le premier est vu comme
une fonction d'un �etat initial �a un �etat �nal; dans le cas non d�eterministe comme une
relation entre les �etats initial et �nal. Cette vue est particuli�erement appropri�ee au
programme qui accepte toutes ses donn�ees en entr�ee au d�ebut de l'ex�ecution et rend �a
la �n ses sorties. Nous appelons un tel programme transformationnel , se r�ef�erant �a son
interpr�etation comme transformateur d'�etats. Comme exemple typique de programmes
transformationnels nous citons les programmes non interactifs. Cette classe de pro-
grammes dispose aujourd'hui d'outils de sp�eci�cation et de description bas�es sur les
fonctions d'�etats, la logique de Hoare ou les transformateurs de pr�edicats de Dijkstra.

D'autre part, il y a des syst�emes qui ne peuvent être couverts par la vue transforma-
tionelle, tels les syst�emes d'exploitation, les programmes de contrôle de processus, les
syst�emes de r�eservation de places, etc. Habituellement, ces programmes ne se terminent
pas. D'ailleurs, le but de leur ex�ecution est non pas d'obtenir un r�esultat �nal, mais
plutôt de maintenir certaines interactions avec leur environnement. Nous appelons de
tels syst�emes des syst�emes concurrents. Dans la litt�erature, pour caract�eriser cette
classe de syst�emes, nous trouvons des termes �equivalents : distribu�es, interagissants,
parall�eles, r�eactifs, communicants, etc.

Il est clair que les syst�emes concurrents ne peuvent être d�ecrits en r�ef�erant seu-
lement �a leurs �etats initiaux et �naux. Une description ad�equate doit tenir compte
de leur comportement permanent qui est une s�equence (peut-être in�nie) d'�etats ou
d'�ev�enements. Plusieurs m�ethodes formelles ont d�ej�a �et�e propos�ees pour sp�eci�er, ana-
lyser, v�eri�er et synth�etiser les programmes concurrents : r�eseaux de Petri [Petri62],
CCS [Milner89], CSP [Hoare78] et plusieurs logiques modales, en particulier la logique
temporelle [Manna87]. Les r�eseaux de Petri sont appropri�es pour la sp�eci�cation ex-
plicite des structures de programmes concurrents, alors que la logique temporelle est
fortement recommand�ee pour la sp�eci�cation des propri�et�es et contraintes des program-
mes. Les r�eseaux de Petri sont un outil de mod�elisation graphique et math�ematique.
Leur champ d'application est tr�es large. Ils sont un outil prometteur pour la descrip-
tion et l'�etude des syst�emes de traitement d'informations concurrents, asynchrones,
distribu�es, parall�eles, non d�eterministes et/ou stochastiques. Comme outil graphique,
les r�eseaux de Petri permettent la visualisation du comportement dynamique et des ac-
tivit�es concurrentes du syst�eme. Comme outil math�ematique, ils permettent l'analyse
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Introduction 2

de propri�et�es importantes, telles que l'absence de situation de blocage ou l'existence
d'un r�egime permanent. Grâce �a leur g�en�eralit�e et �a leur souplesse, les r�eseaux de Petri
ont �et�e propos�es pour une large vari�et�e d'applications.

Le formalisme des r�eseaux de Petri est consid�er�e comme un cas particulier du for-
malisme g�en�eral des syst�emes de transitions [Arnold92]. Intuitivement, un syst�eme de
transitions consiste en une description des �etats possibles d'un syst�eme, et de l'e�et des
di��erentes actions sur ces �etats. En d�e�nissant le comportement d'un r�eseau de Petri
par l'ensemble de toutes les s�equences de transitions observables qui peuvent avoir lieu,
un r�eseau de Petri peut être vu comme un automate qui g�en�ere des mots. L'ensemble
de tous les mots est appel�e langage du r�eseau de Petri. Les syst�emes concurrents ap-
paraissent tr�es souvent comme des processus dynamiques continus dans le temps. Par
cons�equent, il est tr�es naturel de repr�esenter le comportement d'un r�eseau de Petri
par l'ensemble des s�equences in�nies de transitions qui peuvent avoir lieu [Valk82]. Les
s�equences in�nies de transitions ont �et�e utilis�ees pour l'�etude des probl�emes de blocage
et de privation (famine).

Si les r�eseaux de Petri sont fortement adapt�es �a la mod�elisation formelle et gra-
phique, ils sont insu�sants pour d�ecrire les contraintes d�eclaratives du programme,
ce qui est un des points forts de la logique. La logique temporelle introduite par
Pnueli [Pnueli77] convient �a la v�eri�cation et �a la synth�ese des programmes concur-
rents [Manna87] et est bien adapt�ee �a la sp�eci�action des contraintes de programmes
[Manna84]. Elle est un type sp�ecial de logique modale : ce qu'on appelle monde possible
dans le cas de la logique modale est appel�e date, instant ou position dans celui de la
logique temporelle et la relation d'accessibilit�e entre mondes peut être vue comme la
relation de cons�ecution entre dates [Audureau90]. Une s�equence de transitions d'un
syst�eme peut correspondre �a une formule logique temporelle. Il su�t pour cela d'iden-
ti�er l'�etat du syst�eme et l'instant . Une fois l'analogie constat�ee, il est assez simple
de trouver un codage appropri�e des propri�et�es de programmes dans le langage de la
logique temporelle.

Par cons�equent, il est tr�es utile de combiner r�eseaux de Petri et logique temporelle
comme un langage pour l'analyse, la v�eri�cation et la synth�ese des programmes con-
currents. Un programme concurrent sp�eci��e par des formules logiques temporelles peut
être repr�esent�e par un r�eseau de Petri. Plusieurs classes dans lesquelles r�eseaux de Petri
et logique temporelle sont combin�es ont d�ej�a �et�e propos�ees. Cependant, ces classes
sont inad�equates pour la v�eri�cation et la synth�ese automatique car certaines sont
ind�ecidables �a l'�egard du probl�eme de vacuit�e, i.e. s'il existe une s�equence de tirs licite
satisfaisant une formule logique temporelle sur un r�eseau de Petri donn�e; d'autres sont
d�ecidables mais la complexit�e est �equivalente �a celle du probl�eme d'accessibilit�e. La
d�ecidabilit�e du probl�eme de vacuit�e est n�ecessaire pour la v�eri�cation et la synth�ese
automatique.

Dans ce m�emoire nous consid�erons une classe combinant r�eseaux de Petri et logique
temporelle lin�eaire propositionelle, qui est moins expressive que celles mentionn�ees ci-
dessus, mais dont le probl�eme de vacuit�e est d�ecidable et de complexit�e �equivalente �a
celle du probl�eme de couverture. Dans cette classe, une s�equence de transitions est un
mod�ele de formules logiques temporelles.

Cette �etude est principalement une pr�esentation d�etaill�ee de l'article d'Uchihira
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[Uchihira90]. C'est un article tr�es dense, contenant quelques erreurs et qui fait appel
�a plusieurs r�esultats publi�es dans d'autres articles. Le m�emoire a pour but de donner
plus de d�etails sur les di��erents concepts utilis�es et de faciliter la compr�ehension de
l'article. L'�etude porte dans un premier temps sur des d�e�nitions g�en�erales concernant
les r�eseaux de Petri, la logique temporelle et les automates de B�uchi. Dans un deuxi�eme
temps, nous pr�esentons les r�esultats suivants :

1. Il est d�ecidable si un r�eseau de Petri satisfait une sp�eci�cation logique temporelle.

2. Pour un r�eseau de Petri R et une formule f de la logique temporelle lin�eaire propo-
sitionelle donn�es, nous construisons, si cela est possible, un r�eseau R0 satisfaisant
f en modi�ant R.

Dans le chapitre 2, nous rappelons le mod�ele de base des r�eseaux de Petri. Nous
pr�esentons les aspects statiques et dynamiques de repr�esentation des syst�emes parall�e-
les. Puis nous introduisons la logique temporelle lin�eaire propositionelle. Nous d�ecrivons
la s�emantique des op�erateurs temporels et nous pr�esentons quelques-unes de leurs pro-
pri�et�es.

Le chapitre 3 introduit l'automate de B�uchi, automate �ni sur les mots in�nis. Nous
pr�esentons le th�eor�eme de Wolper [Wolper83b] qui associe �a chaque formule logique
temporelle lin�eaire propositionelle f un automate de B�uchi acceptant les mod�eles de
f .

La v�eri�cation des r�eseaux de Petri est pr�esent�ee au chapitre 4. �Etant donn�es un
r�eseau de Petri R et une sp�eci�cation (propri�et�e, contrainte) donn�ee par une formule de
la logique temporelle, un graphe combinant le graphe de couverture de R et l'automate
de B�uchi acceptant les mod�eles de f est construit. Si le graphe contient un cycle licite
contenant un noeud d�esign�e et qu'on peut trouver un chemin licite allant du noeud
initial au noeud d�esign�e, alors le r�eseau R satisfait la sp�eci�cation f .

La partie la plus technique de ce m�emoire est le chapitre 5. Dans un premier
temps, nous y pr�esentons un algorithme permettant, �a partir d'un r�eseau R et d'une
sp�eci�cation f , de construire un r�eseau R0 v�eri�ant f . Dans un second temps, nous
appliquons la m�ethode de synth�ese d'une fa�con compositionnelle pour modi�er un
programme concurrent repr�esent�e par un r�eseau de Petri de mani�ere �a satisfaire une
sp�eci�cation f donn�ee.

La mati�ere pr�esent�ee dans le chapitre 2 est surtout tir�ee de manuels sur les
r�eseaux de Petri [Leeuwen90, Reisig85, Vidal92] et la logique temporelle [Audureau90,
Manna91]. L'algorithme de construction d'automate de B�uchi est dû aux travaux de
Wolper, Sistla et Vardi [Wolper83b, Wolper87, Vardi86]. Les chapitres 4 et 5 s'inspirent
principalement des travaux d'Uchihira [Uchihira90] et de Valk et Jantzen [Valk85].



Chapitre 2

Pr�eliminaires

Ce chapitre, essentiellement un chapitre de d�e�nitions, est compos�e de deux parties. La

premi�ere partie rassemble les outils qu'il convient de connâ�tre pour �etudier les r�eseaux de
Petri. La seconde partie est consacr�ee �a l'introduction de la Logique Temporelle Lin�eaire Pro-
positionnelle. Le chapitre ne fait que rappeler les �el�ements n�ecessaires �a la compr�ehension des
autres chapitres. Par cons�equent, nous supposons que le lecteur a certaines notions de r�eseaux

de Petri et de logique temporelle. Nous supposons en plus connues les notions classiques de
la th�eorie des ensembles, de l'alg�ebre lin�eaire, de la logique propositionnelle et des pr�edicats
du premier ordre.

2.1 Les r�eseaux de Petri

Les r�eseaux de Petri ont �et�e d�e�nis en 1962 par Carl Adam Petri [Petri62] dans sa
th�ese \Kommunikation mit Automaten". Ils permettent, en particulier, de mod�eliser
et d'analyser des syst�emes de processus concurrents et parall�eles �evoluant dans le temps
de fa�con discr�ete.

2.1.1 D�e�nition. (R�eseau de Petri) [Reisig85, Vidal92] Un r�eseau de Petri (RDP)
est la donn�ee d'un ensemble �ni de places, d'un ensemble �ni de transitions et d'une
fonction dite fonction de poids. Ceci d�e�nit la structure statique du syst�eme. L'�etat
de celui-ci se mod�elise �a l'aide d'un marquage que l'on fait �evoluer en franchissant des
transitions, ce qui correspond �a ex�ecuter les actions qui leur sont associ�ees. Formel-
lement, un r�eseau de Petri peut être repr�esent�e par un quadruplet R = (P; T;W;m0)
o�u :

P = fp1; p2; :::; png est l'ensemble des places,

T = ft1; t2; :::; tlg est l'ensemble des transitions,

W : (P � T ) [ (T � P )! N est la fonction de poids et

m : P ! N est la fonction de marquage.

Le marquage initial est donn�e parm0.m(p) = k signi�e que la place contient k marques
(jetons). On dit aussi que le marquage de p est k. W (p; t) = k signi�e que la transition
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Pr�eliminaires 5

t utilise k jetons dans la place p; de fa�con duale, W (t; p) = k signi�e que la transition
t cr�ee k jetons dans la place p. 2

2.1.2 Exemple. Soit le r�eseau de Petri R = (P; T;W;m0) o�u :

P = fp1; p2; p3g et

T = ft1; t2; t3; t4g;

d�e�nissons W et m0 de la fa�con suivante :

W (p1; t2) = 1; W (p2; t1) = 1; W (p2; t3) = 3; W (p3; t4) = 1;

W (t1; p1) = 1; W (t2; p2) = 1; W (t3; p3) = 1; W (t4; p2) = 3;

m0(p1) = 0; m0(p2) = 3; m0(p3) = 0:

Pour tous les couples (x; y) non sp�eci��es ci-dessus, W (x; y) = 0. Par exemple,
W (p1; t3) =W (t3; p1) = 0. 2

Cet exemple est utilis�e dans toute la section 2.1.

2.1.1 Repr�esentation graphique

Un r�eseau de Petri peut être vu [Vidal92] comme un graphe bipartie o�u :

les places sont repr�esent�ees par des cercles,

les transitions par des rectangles (ou traits).

Un arc relie une place p �a une transition t ssi1 W (p; t) 6= 0. Un arc relie une transition
t �a une place p ssi W (t; p) 6= 0. La repr�esentation graphique du r�eseau de Petri de
l'exemple 2.1.2 est donn�ee �a la �gure 2.1.

R�egles de franchissement d'une transition

Les r�egles suivantes permettent de repr�esenter l'�evolution des syst�emes �a mod�eliser.

1. Une transition t est dite franchissable (enabled) pour le marquagem si pour toute
place p telle que W (p; t) 6= 0 est marqu�ee d'au moins W (p; t) jetons, i.e. si

8p 2 P;m(p) �W (p; t):

On note ceci m(ti.

2. Une transition t est franchie en retirant W (p; t) jetons de chaque place p telle que
W (p; t) 6= 0, et en ajoutant W (t; p0) jetons �a chaque place p0 telle que W (t; p0) 6=
0, i.e. si t est franchissable pour m, alors le franchissement de t fait passer le
marquage m au marquage m0 de la fa�con suivante :

8p 2 P;m0(p) = m(p)�W (p; t) +W (t; p):

On note ceci m(tim0.

1Abr�eviation de \si et seulement si"
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Figure 2.1 : Repr�esentation graphique d'un r�eseau de Petri.

La notion de franchissement de transitions peut alors être �etendue aux s�equences de
transitions.

2.1.3 D�e�nition. Soit s = t1t2 � � � tn une s�equence de transitions. La s�equence s est
franchissable �a partir de m et conduit au marquage m0 ce qui sera not�e m(sim0 ssi
il existe des marquages m0 = m;m1; � � � ;mn = m0 tels que 8i : 0 � i � n � 1 :
mi(ti+1imi+1 2

2.1.4 Exemple.
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t4

p1 p2 p3

1
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3
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1

1

1

1

Figure 2.2 : Le r�eseau de Petri apr�es le franchissement de t1.

Pour le r�eseau R de la �gure 2.1, seules les transitions t1 et t3 sont franchissables.
En choisissant de franchir t1 (�gure 2.2), t3 devient infranchissable, puisque le nombre



Pr�eliminaires 7

de jetons dans p2 a diminu�e (m(p2) = 2 < W (p2; t3) = 3). En contrepartie, la transition
t2 devient franchissable car m(p1) = 1 = W (p1; t2). 2

2.1.2 Repr�esentation matricielle

Il est possible de repr�esenter par des matrices la fonction W [Vidal92]. On appelle
matrice pr�econdition pr�e la matrice de dimensions (p; n) �a coe�cients dans N, o�u p
est le nombre de places, n est le nombre de transitions et pr�e(i; j) = W (pi; tj). On
appelle matrice postcondition post la matrice de dimensions (p; n) �a coe�cients dans
N d�e�nie par post(i; j) = W (tj ; pi). La matrice C = post � pr�e est appel�ee matrice
d'incidence. pr�e(i; j) indique le nombre de marques que doit contenir la place pi pour
que la transition tj soit franchissable. De fa�con duale, post(i; j) contient le nombre de
marques d�epos�ees dans la place pi �a la suite du franchissement de la transition tj . Un
marquage m sera alors repr�esent�e par un vecteur de dimension p �a coe�cients dans N.
On le note m.

2.1.5 Exemple. La repr�esentation matricielle du r�eseau de la �gure 2.2 est comme
suit :

pr�e =

0
B@
t1 t2 t3 t4

p1 0 1 0 0
p2 1 0 3 0
p3 0 0 0 1

1
CA;

post =

0
B@
t1 t2 t3 t4

p1 1 0 0 0
p2 0 1 0 3
p3 0 0 1 0

1
CA;

C =

0
B@
t1 t2 t3 t4

p1 1 �1 0 0
p2 �1 1 �3 3
p3 0 0 1 �1

1
CA:

Le marquage initial est

m0 =

0
B@p1 0

p2 3
p3 0

1
CA:

2

2.1.6 Notation. Nous notons W (:; ti) = pr�e(:; i) le i�eme vecteur colonne de la matrice
pr�e et W (pj ; :) = pr�e(j; :) le j�eme vecteur ligne de la matrice pr�e. 2
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2.1.7 D�e�nition. (Vecteur caract�eristique d'une transition) [Vidal92] Le vec-
teur caract�eristique de la transition ti, not�e ti, est d�e�ni comme suit :

ti(j) = 0 pour j 6= i; 1 � j � l, o�u l est le nombre de transitions,

ti(i) = 1:

Si m � (pr�e � t) =W (�; t), o�u le \�" dans pr�e � t d�enote le produit matriciel, alors t est
franchissable pour m. Le franchissement de t aboutit au marquage m0 d�e�ni par :

m0 = m+ post � t � pr�e � t = m+ C � t:

2

2.1.8 Exemple. Consid�erons le marquage initial m0 et la transition t3 ci-dessous :

m0 =

0
BB@

0

3

0

1
CCA ; t3 =

0
BBBBB@

0

0

1

0

1
CCCCCA :

On a

m0 = m0 + C � t3 =

0
BB@

0

3

0

1
CCA +

0
BB@

1 �1 0 0

�1 1 �3 3

0 0 1 �1

1
CCA �

0
BBBBB@

0

0

1

0

1
CCCCCA =

0
BB@

0

0

1

1
CCA :

2

La notion de vecteur caract�eristique d'une transition peut alors être �etendu au
vecteur caract�eristique d'une s�equence.

2.1.9 D�e�nition. (Vecteur caract�eristique d'une s�equence) [Vidal92] Soit s =
t1t2 : : : tn une s�equence �nie de transitions franchissables (s�equence de tir licite) �a partir
de m. On appelle vecteur caract�eristique de s, le vecteur s dont la composante s(i)
d�etermine le nombre d'occurrences de la transition ti dans s. Si m(sim0 alors

m0 = m+ C � s

2

2.1.10 Exemple. Soit s = t1t1t2 qui consiste �a tirer deux fois t1 et une fois t2. Selon
la d�e�nition 2.1.9, on peut �ecrire :

s =

0
BBBBB@

2

1

0

0

1
CCCCCA
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on aboutit alors au marquage m0 suivant :

m0 = m0 + C � s =

0
BB@

0

3

0

1
CCA+

0
BB@

1 �1 0 0

�1 1 �3 3

0 0 1 �1

1
CCA �

0
BBBBB@

2

1

0

0

1
CCCCCA =

0
BB@

1

2

0

1
CCA �

Autrement dit, si �a partir du marquage initial m0, on tire deux fois la transition t1 et
une fois la transition t2, alors on aboutit au marquage m0. Dans le sch�ema ci-dessous,
on tire dans l'ordre et �a partir du marquage m0 les transitions t1; t1 et t2.

0
BB@

0

3

0

1
CCA t1�!

0
BB@

1

2

0

1
CCA t1�!

0
BB@

2

1

0

1
CCA t2�!

0
BB@

1

2

0

1
CCA :

2

2.1.11 Notation.

1. Soit t une transition, on note

�(t) = C:t = (W (t; p1)�W (p1; t); � � � ;W (t; pn)�W (pn; t)):

De plus, si t1; t2; � � � ; tk sont des transitions alors

�(t1t2 � � � tk) = �(t1) + �(t2) + � � � +�(tk):

2. On notem(si le fait qu'une s�equence s (�nie ou in�nie) soit franchissable �a partir
de m.

2.2 Propri�et�es des r�eseaux de Petri

Une fois qu'un r�eseau de Petri a �et�e d�e�ni, on peut toujours l'analyser, pour d�eterminer
ses propri�et�es. Celles-ci d�ependent de la topologie et du marquage initial du r�eseau.
Nous pr�esentons dans cette section certaines propri�et�es qui nous seront utiles par la
suite. Nous invitons le lecteur �a consulter [Reisig85] pour d�ecouvrir d'autres propri�et�es
des r�eseaux de Petri.

2.2.1 D�e�nition. (R�eseau k-born�e) [Vidal92] Un r�eseau de Petri est dit k-born�e ssi
le nombre de jetons dans n'importe quelle place ne peut d�epasser k. 2

2.2.2 D�e�nition. (R�eseau sauf) [Vidal92] Un r�eseau de Petri est dit sauf ou (safe)
ssi il est 1-born�e. 2
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2.2.3 Exemple. Pour le r�eseau de l'exemple 2.1.2 et pour le même marquage initial
m0, on peut facilement v�eri�er que les places p1 et p2 peuvent avoir au maximum 3
jetons alors que la place p3 ne peut avoir plus d'un jeton. On peut donc conclure que
le r�eseau de Petri est 3-born�e. De plus, si son marquage initial �etait m0 = (0; 1; 0), il
serait sauf. 2

Le concept de r�eseau k-born�e est g�en�eralement utilis�e pour mod�eliser les syst�emes
r�eels dont les ressources sont n�ecessairement �nies. De plus, lorsqu'il s'agit d'un syst�eme
logique, il est commode de le mod�eliser avec un r�eseau sauf.

La propri�et�e de monotonie d�e�nie ci-dessous, traduise l'existence de conditions
minimales de franchissement d'une transition. Elle est li�ee au fait que les conditions
pour qu'une action soit possible d�ecoulent exclusivement de la pr�esence de ressources
en nombre su�sant.

2.2.4 Proposition. (Propri�et�e de monotonie) [Vidal92] Si m0 � m alors pour
toute s�equence s, m(sim1 ) (9m0

1 : m
0(sim0

1 et m
0
1 � m1).

D�emonstration. Par r�ecurrence sur la longueur de la s�equence s. Pour les s�equences
de longueur 1, i.e. pour toute transition t, et pour tout p dans P , nous avons m(p) �
W (p; t) d'une part, et m0(p) � m(p) d'autre part. Par suite, m0(p) � W (p; t), la
transition t est franchissable �a partir de m0. On a m0

1(p) = m0(p)+W (t; p)�W (p; t) �
m(p)+W (t; p)�W (p; t) = m1(p); d'o�u le r�esultat. La r�ecurrence est ensuite imm�ediate.

2

Une m�ethode naturelle pour examiner un syt�eme consiste �a �etudier tous les �etats
possibles de ce syst�eme. S'il est �ni, nous pouvons par une �etude exhaustive d�eterminer
les propri�et�es du syst�eme.

2.2.5 D�e�nition. (Marquage accessible) [Vidal92] Un marquage m est dit acces-
sible �a partir du marquage m0 ssi il existe une s�equence de tir s telle que

m0(sim:

On note Acc(R;m0) l'ensemble des marquages du r�eseau R accessibles �a partir de m0.
2

Une des m�ethodes les plus naturelles pour analyser un r�eseau de Petri consiste �a le
faire �evoluer syst�ematiquement �a partir du marquage initial, pour d�eterminer quelles
propri�et�es sont satisfaites ou non, par exploration exhaustive de tous les marquages
accessibles. Ceci nous am�ene �a construire un graphe de marquages.

2.2.6 D�e�nition. (Graphe des marquages) [Vidal92] Soit R un r�eseau de Petri et
m0 son marquage initial. Le graphe des marquages GA(R;m0) est d�e�ni par les deux
conditions suivantes :

� l'ensemble des sommets est l'ensemble Acc(R;m0);

� il existe un arc �etiquet�e par t de m �a m0 ssi m(tim0. 2
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Figure 2.3 : Graphe des marquages accessibles.

2.2.7 Exemple. La �gure 2.3 repr�esente le graphe des marquages accessibles du r�eseau
de la �gure 2.1 ayant comme marquage initial m0 = (0; 3; 0). 2

Le graphe des marquages n'est pas toujours constructible. En e�et, Acc(R;m0) peut
être trop grand, voire même in�ni, lorsque le r�eseau n'est pas born�e. Cependant, il existe
une alternative �a ce graphe, le graphe de couverture [Reisig85], qui n'est autre qu'une
\compression" du graphe des marquages. Il permet �a chaque marquage accessible d'être
soit repr�esent�e explicitement par un noeud du graphe, soit \couvert" par un noeud. En
premier lieu et avant de donner la d�e�nition de ce graphe, il convient de d�e�nir ! qui
repr�esente un nombre in�ni.

2.2.8 D�e�nition. [Vidal92] Soit ! 62 N (ensemble des entiers naturels) et N! =
N[f!g. Les op�erations +,� et la relation < sont �etendues �aN! de la mani�ere suivante :
pour tout n 2 N,

n < !,

n+ ! = ! + ! = ! + n = !,

! � n = !,

n� ! n'est pas d�e�ni.
On �etend +, � et < aux vecteurs de Nm

! de mani�ere analogue �a celle utilis�ee pour
�etendre +, � et < aux vecteurs de Nm. L'addition de deux vecteurs donne un vec-
teur dont les composantes sont �egales �a la somme des composantes correspondantes
des deux vecteurs. La soustraction est similaire �a l'addition �a l'exeption �evidemment
qu'on soustrait au lieu d'additionner. Pour la comparaison, on compare les compo-
santes correspondantes entre elles : si toutes les composantes du premier vecteur sont
inf�erieures aux composantes correspondantes du deuxi�eme vecteur alors le premier ve-
cteur est inf�erieur au deuxi�eme et vice-versa. Si certains composantes sont inf�erieures
et certaines ne le sont pas alors les deux vecteurs ne sont pas comparables. 2

Sans nous appesantir sur les d�etails, nous pouvons maintenant d�e�nir le graphe de
couverture.

2.2.9 Algorithme. (Construction du graphe de couverture) [Uchihira90] Soit
le r�eseau de Petri R = (P; T;W;m0), comportant n places et ayant comme marquage
initial m0. On note GC(R;m0) = (S;X) le graphe de couverture de R construit comme
suit :

1. S est un ensemble de noeuds �etiquet�es par des �el�ements de Nn
!; S := fm0g.
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2. X est un ensemble d'arcs (x; x0) �etiquet�es par des �el�ements de T ; X := ;.

3. R�ep�eter l'�etape 4 jusqu'�a ce que tous les noeuds soient trait�es.

4. Soit x = (x1; x2; � � � ; xn) un noeud non trait�e. Pour chaque transition t franchis-
sable �a partir de x, faire :

(a) Cr�eer un nouveau noeud candidat x0 = (x01; x
0
2; � � � ; x

0
n):

(b) Pour tout i, 1 � i � n, poser x0i := xi �W (pi; t) +W (t; pi).

(c) S'il existe un noeud r sur un chemin allant de la racine m0 �a x tel que

(8i : 1 � i � n : ri � x0i);

alors, pour chaque i tel que ri < x0i, poser x
0
i := !.

(d) Si le noeud x0 n'appartient pas �a S, alors ajouter le noeud x0 �a S et l'arc
(x; x0) �etiquet�e par t �a X, sinon ajouter seulement l'arc (x; x0) �etiquet�e par
t �a X. 2

2.2.10 Remarques.

1. On peut remarquer qu'�a l'�etape 4.b et avec les r�egles donn�ees en 2.2.8, on a
x0i = ! si xi = !:

2. L'algorithme de la construction du graphe de couverture s'arrête toujours, car :

� On ne peut avoir aucune branche de longueur in�nie. En e�et, d'apr�es le
lemme de Karp et Miller [Karp69], toute suite in�nie de vecteurs form�es
d'entiers positifs ou nuls v1; v2; � � � ; vk; � � � est telle qu'elle contient au moins
deux �el�ements (en fait une in�nit�e de couples) vi et vj avec i < j telles que
vi � vj .

� Le nombre de branches est �ni, car pour chaque marquage le nombre de
transitions franchissables est �ni (inf�erieur ou �egal au nombre de transitions
du r�eseau de Petri). 2

2.2.11 Exemple. (Producteur/consommateur) Le r�eseau de la �gure 2.4 repr�e-
sente un processus producteur/consommateur. En partant du marquage

m0 = (1; 0; 0; 1; 0; 0)

et en franchissant la s�equence de transitions

s1 = t1t2t5| {z }
1

t1t2t5| {z }
2

� � � t1t2t5| {z }
n

;

le r�eseau aboutit au marquage

m1 = (1; 0; 0; 1; 0; n):

En e�et, la place p6 joue le rôle d'un tampon, le nombre de jetons qu'elle contient
indique le nombre d'objets produits et non consomm�es. Si on veut consommer un jeton
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Figure 2.4 : Producteur/Consommateur.

de p6 alors on doit tirer la s�equence s2 = t1t2t5 � � � t1t2t3t4. On remarque bien qu'avec
ce r�eseau, on peut toujours produire sans jamais consommer. En revanche, on ne peut
consommer plusieurs fois successivement. Par contre, si on �eliminait la transition t5, il
y aurait alternance entre la production et la consommation. Le graphe de couverture
de ce r�eseau est donn�e �a la �gure 2.5.

Un cas int�eressant serait de prendre W (p6; t4) > 1 (prenons W (p6; t4) = 2). Chaque
fois que la s�equence t3t4 est tir�ee, deux jetons de p6 sont consomm�es. Ce qui signi�e
que pr�ealablement, on doit produire aux moins deux jetons dans p6. Contrairement au
premier cas, des situations de blocage peuvent avoir lieu. En particulier, si la s�equence
suivante est tir�ee :

s1 = t1t2t5t1t2t3t4| {z }
1

t1t2t5t1t2t3t4| {z }
2

� � � t1t2t5t1t2t3t4| {z }
n

t1t2t3

pour tout n � 0, on aboutit au marquage mb = (0; 0; 1; 1; 0; 1) qui est un blocage, i.e.
aucune transition n'est franchissable �a partir de mb. Le graphe de couverture de ce
r�eseau est donn�e �a la �gure 2.5 de laquelle on �elimine l'arc t4 du sous-graphe :

(0; 0; 1; 1; 0; 1)
t4�! (1; 0; 0; 1; 0; 0):

2

2.2.12 Remarques.
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(1; 0; 0; 1; 0; 0)

(0; 1; 0; 0; 1; 0)

(0; 1; 0; 1; 0; 0)
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(0; 0; 1; 1; 0; 1)

(1; 0; 0; 0; 1; 1)

(1; 0; 0; 1; 0; !)
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(0; 0; 1; 1; 0; !)

(1; 0; 0; 0; 1; !)

?
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HH
HH

HY

t4

t2

t2

t5

t2

t4

t2

t5 t3t1

t5 t5

t1 t3

Figure 2.5 : Le graphe de couverture associ�e au r�eseau de la �gure 2.4.

� Si le r�eseau est born�e, le graphe de couverture co��ncide avec le graphe des mar-
quages.

� �Etant donn�e que l'ensemble des sommets du graphe de couverture ne d�ecrit pas
l'ensemble des marquages accessibles, un chemin

c = t1; t2; � � � ; tk

du graphe GC(R;m0) ne constitue pas toujours une s�equence de tir licite. Par
exemple, pour le RDP de la �gure 1.4 avec W (p6; t4) = 2, la s�equence

s1 = t1t2t5t1t2t3t4t1t2t3t4

est un chemin dans GC(R;m0). Par contre, elle n'est pas une s�equence de tir
licite. 2

2.3 Langage associ�e �a un r�eseau de Petri

Avant de pr�esenter la d�e�nition du langage associ�e �a un r�eseau de Petri, nous rappelons
quelques notions de base sur les mots �nis ou in�nis; ces notions sont d�evelopp�ees
davantage dans [Vidal92]. Notons que les termes s�equence et mot sont synonymes.

2.3.1 D�e�nition. (Mot �ni) Soit � un alphabet (ensemble de lettres). On note par
�? le mono��de libre g�en�er�e par �, i.e. l'ensemble des mots �nis ayant � comme alphabet,
incluant le mot vide �. On d�enote par juj la longueur du mot u 2 �?, i.e. le nombre de
lettres qu'il contient. Pour tout n, 1 � n � juj, on note par u(n) le ni�eme �el�ement de u.

2
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Une notion fondamentale pour notre propos est celle de pr�e�xe (facteur gauche). Si
v; u 2 �?, le produit vu est d�e�ni par :

vu(n) = v(n) si 1 � n � jvj et

vu(n+ jvj) = u(n) si 1 � n � juj:

Le mot v 2 �? est alors dit pr�e�xe de u 2 �? ssi il existe w 2 �? tel que u = vw.
Nous notons v � u la relation \v est un pr�e�xe de u". Pour tout i � juj, on note u[i]
le pr�e�xe de u de longueur i. On note

FG(u) = fv 2 �?=9w 2 �? : vw = ug

l'ensemble des pr�e�xes de u 2 �?.

2.3.2 D�e�nition. (Mot in�ni) On note N+ = N n f0g l'ensemble des nombres
positifs. Une s�equence in�nie sur � est une fonction ! : N+ ! �. Comme !(i) d�enote
le i�eme �el�ement de !, on peut �ecrire ! = !(1)!(2)!(3) � � �. On note par �! l'ensemble
de tous les mots in�nis sur l'alphabet �. �1 = �! [ �? repr�esente l'ensemble de tous
les mots �nis ou in�nis sur �. 2

On �etend la notion de pr�e�xe (facteur gauche) aux mots in�nis de la fa�con suivante :
si v 2 �? et u 2 �!, le produit vu est d�e�ni par :

vu(n) = v(n) si 1 � n � jvj

vu(n+ jvj) = u(n) si n 2 N+:

Le mot v 2 �? est alors dit pr�e�xe de u 2 �! ssi il existe w 2 �! tel que u = vw. Si
nous pouvons multiplier un mot in�ni �a gauche par un mot �ni, nous ne pouvons en
faire autant �a droite. Dans [Nivat77], l'auteur adopte la convention suivante :

8u 2 �!; v 2 �? [ �! : uv = u:

On note

FG(u) = fu[i]=i 2 N+g

l'ensemble des pr�e�xes de u 2 �!.

2.3.3 Notation. Pour tout u 2 �?, u? d�enote une s�equence �nie de u et u! une
s�equence in�nie de u. Par exemple, si u = aba alors

u? = (aba)(aba) � � � (aba) et

u! = (aba)(aba) � � � :

2

2.3.4 D�e�nition. (RDP �etiquet�e) [Uchihira90, Vidal92] Soit � un alphabet. On
d�e�nit un r�eseau de Petri �etiquet�e par un couple (R; h) o�u R = (P; T;W;m0) est un
r�eseau de Petri et h : T ! � [ f�g est une fonction dite fonction d'�etiquetage. On
�etend de fa�con naturelle la fonction h �a h : T1 ! �1 par h(�)(i) = h(�(i)) pour tout
� 2 T1 et o�u 1 � i � j�j si � 2 T ? et i 2 N+ si � 2 T !. 2
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Les transitions d'un RDP repr�esentent les �ev�enements (ou actions) d'un syst�eme. Une
fa�con g�en�erale de montrer que deux �ev�enements t1 et t2 sont identiques �a l'observateur
est de leur attribuer la même �etiquette; i.e. h(t1) = h(t2) = x 2 �. Si on veut ignorer
une transition, on peut l'�etiqueter par le mot vide �.

2.3.5 D�e�nition. (!-langage) [Vidal92] Un langage L sur l'alphabet � est un
sous-ensemble L � �? de mots �nis. FG(L) =

S
fFG(v)=v 2 Lg est l'ensemble

des pr�e�xes de L. Un !-langage est un sous-ensemble L! � �! de mots in�nis.
FG(L!) =

S
fFG(v)=v 2 L!g est l'ensemble des pr�e�xes de L!. 2

Soit V � �, l'ensemble des �etiquettes visibles (par l'observateur); h(t) 2 � � V est
invisible. Nous d�e�nissons l'op�erateur de restriction \/" comme suit :

h=V : T ! V [ f�g tel que
h=V (t) = h(t) si h(t) 2 V

h=V (t) = � si h(t) 62 V:

Nous notons I : T ! T la fonction identit�e, d�e�nie par I(t) = t pour tout t 2 T . On
utilise parfois l'abr�eviation �=V pour d�esigner I=V (�) (o�u � 2 T1).

Nous pouvons maintenant d�e�nir le langage associ�e �a un RDP.

2.3.6 D�e�nition. (Langage d'un RDP) [Uchihira90] Soit R = (P; T;W:m0) un
r�eseau de Petri. On pose F (R;m0) = fv 2 T ?=m0(vig (F (R;m0) est l'ensemble des
s�equences de tir licites �nies) et F!(R;m0) = fv 2 T !=m0(vig (F!(R;m0) est l'en-
semble des s�equences de tir licites in�nies du RDP R). En utilisant l'extension de h �a
h : T1 ! �1, on obtient

L(R; h) = fh(�) 2 �?=� 2 F (R)g le langage de R,

L!(R; h) = fh(�) 2 �!=� 2 F!(R)g le !-langage de R et

L�!(R; h) = fh(�) 2 �1=� 2 F!(R)g le �!-langage de R.

2

L!(R; h) ne contient que des mots in�nis. Cependant, L�!(R; h) peut contenir des mots
�nis comme u = u�! 2 �?.

Dans un syst�eme complexe o�u chaque composante �el�ementaire peut être repr�esent�ee
par un RDP, il est n�ecessaire que ces composantes puissent être combin�ees entre
elles de fa�con �a assurer la sp�eci�cation d�esir�ee du syst�eme global. Un des apports
de cette combinaison est le rendez-vous multiple [Lloret90], assurant une synchroni-
sation entre n (n � 0) transitions de composantes di��erentes. Nous introduisons par
la suite l'op�erateur de composition \jV " qui joue un rôle important dans la synth�ese
compositionnelle.

2.3.7 D�e�nition. (Composition des r�eseaux de Petri �etiquet�es) [Uchihira90]
Soient les RDP RE1 = (R1; h1), RE2 = (R2; h2) et un ensemble d'�etiquettes V � �
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o�u :

R1 = (P1; T1;W1;m01);

R2 = (P2; T2;W2;m02);

T1 \ T2 = ;;

P1 \ P2 = ;;

h1 : T1 ! � [ f�g;

h2 : T2 ! � [ f�g:

On introduit le RDP �etiquet�e RE = (R; h) = RE1jVRE2, appel�e la composition de
RE1 et RE2 par rapport �a V et d�e�ni par RE = (P; T;W;m0) o�u :

P = P1 [ P2;

T = �T1 [ �T2 [ �T o�u

8>><
>>:

�T1 = ft 2 T1=h1(t) 62 V g;
�T2 = ft 2 T2=h2(t) 62 V g;
�T = ftij=h1(ti) = h2(tj) 2 V; ti 2 T1; tj 2 T2g;

W (p; t) =

8>>>>><
>>>>>:

W1(p; t) pour p 2 P1 et t 2 �T1;

W2(p; t) pour p 2 P2 et t 2 �T2;

W1(p; ti) pour p 2 P1 et t = tij 2 �T ;

W2(p; tj) pour p 2 P2 et t = tij 2 �T ;

W (t; p) =

8>>>>><
>>>>>:

W1(t; p) pour p 2 P1 et t 2 �T1;

W2(t; p) pour p 2 P2 et t 2 �T2;

W1(ti; p) pour p 2 P1 et t = tij 2 �T ;

W2(tj ; p) pour p 2 P2 et t = tij 2 �T ;

m0(p) =

8<
: m01(p) pour p 2 P1;

m02(p) pour p 2 P2;

h(t) =

8>><
>>:
h1(t) pour t 2 �T1;

h2(t) pour t 2 �T2;

h1(t)(= h2(t)) pour t 2 �T :

2

2.3.8 Exemple. [Uchihira90] Nous montrons dans la �gure 2.6 un exemple de compo-
sition des r�eseaux de Petri �etiquet�es (R1; h1) et (R2; h2). Dans cet exemple, h1(t1) = b,
h2(t4) = c, h1(t2) = h2(t3) = a et V = fag.
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Figure 2.6 : Composition des r�eseaux de Petri.

Les langages d'un reseau de Petri obtenu par composition peuvent être d�eduit �a partir
des langages des composantes.

2.3.9 Lemme. [Uchihira90] Soient RE = (R; h), RE1 = (R1; h1) et RE2 = (R2; h2)
des r�eseaux de Petri �etiquet�es. Si RE = RE1j�RE2, alors L(RE) = L(RE1)\L(RE2),
L!(RE) = L!(RE1) \ L!(RE2) et L�!(RE) � L�!(RE1) \ L�!(RE2).

2.4 La logique temporelle

La logique temporelle est un type sp�ecial de logique modale; elle permet de voir la validit�e
des formules qui �evoluent dans le temps. Pour ce faire, elle dispose d'op�erateurs pour
le pass�e, le pr�esent et le futur. Dans [Audureau90, Manna91, Pnueli77] les auteurs ont
d�emontr�e que la logique temporelle est un bon formalisme pour la sp�eci�cation et la
v�eri�cation des programmes parall�eles et des syst�emes r�eactifs. De plus, elle est tr�es
bien adapt�ee pour exprimer des propri�et�es comme la terminaison, l'�equit�e, l'absence
de blocage et bien d'autres. Dans cette partie, nous nous int�eressons seulement �a la
Logique Temporelle Lin�eaire Propositionnelle (LTLP).

2.4.1 La Logique Temporelle Lin�eaire Propositionnelle

La LTLP [Leeuwen90] est une extension de la logique propositionnelle classique, �a
laquelle, en plus des op�erateurs usuels (_;^;: etc.), on ajoute des op�erateurs temporels.
Nous introduisons, par la suite, les d�e�nitions de ces op�erateurs, puis nous d�ecrivons
la syntaxe et la s�emantique de la LTLP.

Pour chaque op�erateur et chaque formule temporelle, nous pr�esentons une d�e�nition
[Manna91] de leur interpr�etation dans un mod�ele donn�e. Le mod�ele � sur lequel on
raisonne est une suite in�nie de valuations sur des propositions atomiques. Si une
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formule p est vraie �a une position (date) j, j � 0, dans la s�equence �, on dit que �
satisfait p en j, ce qu'on note

(�; j) j= p

et qu'on peut sch�ematiser par :

-p p ps s s s s s s
0 1 j j + 1 j + 2 j + 3 j + 4

p

L'op�erateur prochain (next) 


Si p est une formule temporelle, alors 
p (lire prochaine fois p), en est une. Sa s�eman-
tique est :

(�; j) j= 
p ssi (�; j + 1) j= p:

La formule 
p est vraie �a la position j ssi p est vraie �a la position j+1. Nous pouvons
la sch�ematiser par :

-p p ps s s s s s s
0 1 j j + 1 j + 2 j + 3 j + 4


p p

L'op�erateur toujours (henceforth, always) 2

Si p est une formule temporelle, alors 2p (lire toujours p) en est une. Sa s�emantique
est:

(�; j) j= 2p ssi 8k � j : (�; k) j= p:

La formule 2p est vraie �a la position j ssi p est vraie en toute position sup�erieure ou
�egale �a j. Nous pouvons la sch�ematiser par :

-p p ps s s s s s s
0 1 j j + 1 j + 2 j + 3 j + 4

2p

p p p p p

Il est facile de voir que si 2p est vraie �a la position j, alors elle l'est pour toute position
k � j.
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L'op�erateur n�ecessairement (eventually, sometime) 3

Si p est une formule temporelle, alors 3p (lire n�ecessairement p) en est une. Sa
s�emantique est :

(�; j) j= 3p ssi (�; k) j= p pour un certain k � j:

La formule 3p est vraie �a la position j ssi p est vraie en une certaine position k
sup�erieure ou �egale �a j. Nous pouvons la sch�ematiser par :

-p p ps s s s s s s
0 1 j j + 1 j + 2 j + 3 j + 4

3p p

Il est int�eressant aussi de montrer que si 3p est vraie �a la position j, alors elle l'est
�a n'importe quelle position k, 0 � k � j. L'op�erateur n�ecessairement est le dual de
l'op�erateur toujours :

(�; j) j= 3p ssi (�; j) j= :2:p:

L'op�erateur jusqu'�a (Until) U

La formule pUq (lire p jusqu'�a q), combine les deux formules 3q et 2p en pr�edisant une
occurrence future de q tout en exigeant que p reste vraie au moins jusqu'�a la premi�ere
occurrence de q. Formellement,

(�; j) j= pUq ssi il existe un k � j; tel que (�; k) j= q et

pour tout i; j � i < k; (�; i) j= p:

On la sch�ematise par :

-p p ps s s s s s s
0 1 j j + 1 j + 2 j + 3 j + 4

pUq

p p p p q

Notons que si q est vraie �a la position j, alors pUq l'est aussi pour n'importe quelle
formule p. De plus, si pUq est vraie �a la position j, alors 3q l'est aussi.

Il est aussi utile d'introduire l'op�erateur W (jusqu'�a faible), d�e�ni comme suit :

(�; j) j= pWq ssi (�; j) j= pUq ou (�; j) j= 2p:

Syntaxe

Les formules de la LTLP sont form�ees �a partir :

� d'un ensemble de propositions atomiques

Prop = fp; q; r; � � �g;
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� des connecteurs bool�eens : ^, :,

� des op�erateurs temporels : 
, U .

Les r�egles de formation des formules sont les suivantes :

� toute variable propositionnelle p 2 Prop, Vrai et Faux sont des formules,

� si f1 et f2 sont des formules alors f1 ^ f2, :f1, 
f1 et f1 Uf2 en sont aussi.

S�emantique

�Etant donn�ees une suite in�nie de valuations sur Prop et une position j; j � 0, on
d�e�nit la s�emantique compl�ete de la LTLP par :

� (�; j) j= p ssi p est vraie �a la position j,

� (�; j) j= p ^ q ssi (�; j) j= p et (�; j) j= q;

� (�; j) j= :p ssi il est faux que (�; j) j= p;

� (�; j) j= pUq ssi (9k : ((�; k) j= q) et (8i : j � i < k ) (�; i) j= p));

� (�; j) j= 
p ssi (�; j + 1) j= p.

Nous utilisons 3f pour abr�evier VraiUf et 2f comme abr�eviation de :3:f . De
même f1 _ f2, f1 ! f2, f1 $ f2 et f1Wf2 repr�esentent :(:f1 ^ :f2), :f1 _ f2,
(f1 ! f2) ^ (f2 ! f1) et f1 Uf2 _2f1 respectivement.

2.4.2 Propri�et�es

La logique temporelle est riche de propri�et�es fort int�eressantes. La section ci-apr�es
pr�esente quelques-unes d'entre elles, tir�ees du livre de Manna et Pnueli [Manna91].

Satisfaction et validit�e

Pour une formule p et un mod�ele �, on �ecrit

� j= p ssi (�; 0) j= p

et on dit que � satisfait p. Une formule est dite valide si � j= p pour tout mod�ele �.
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�Equivalence et congruence

Deux formules p et q sont dites �equivalentes, ce qui est not�e par

p � q;

si p $ q est une formule valide. Ceci signi�e que p et q ont la même valeur de v�erit�e
�a la premi�ere position dans chaque mod�ele. Les formules p et q sont dites congruentes,
ce qui est not�e

p � q;

si 2(p $ q) est valide. Ceci signi�e que p et q ont la même valeur en toutes positions
et pour chaque mod�ele. Nous abr�evions

2(p! q) par p) q et

2(p$ q) par p, q:

Dualit�e

Chaque op�erateur a son dual. En e�et, on peut montrer ce qui suit :

:2p , 3:p;

:3p , 2:p;

:
p , 
:p;

:(pUq) , (:q)W(:p ^ :q);

:(pWq) , (:q)U(:p ^ :q):

Implication

Les formules valides suivantes d�ecrivent des implications dans un seul sens :

2p ) p; 2p ) 3p; 2p ) 
p;

2p ) 
2p; 
p ) 3p; p ) 3p;

pUq ) p _ q; pUq ) 3q; pWq ) p _ q;

q ) pUq; q ) pWq:

Idempotence

Un op�erateur est dit idempotent si une double application donne le même r�esultat
qu'une seule application.

22p , 2p; 33p , 3p;

pU(pUq) , pUq; (pUq)Uq , pUq;

pW(pWq) , pWq; (pWq)Wq , pWq:
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Absorption

Voici deux formules d'absorption :

323p , 23p;

232p , 32p:

L'idempotence et l'absorption sont deux propri�et�es tr�es int�eressantes, puisqu'elles per-
mettent de r�eduire la taille des formules de la forme :

O1O2 � � �Okp;

o�u Oi est soit 2 soit 3. Par la r�egle d'idempotence nous pouvons r�eduire la formule

O1O2 � � �22 � � �Okp

en

O1O2 � � �2 � � �Okp

et avec le même principe on traite chaque occurence de 33. Ainsi, la suite Oi devient
une suite alternative de 2 et 3. En appliquant les r�egles d'absorption, on obtient une
de ces quatres formules :

2p; 3p; 32p; 23p:

Distributivit�e

Nous avons les relations de distributivit�e suivantes :

3(p _ q) , 3p _3q;

2(p ^ q) , 2p ^2q;

(p ^ q)Ur , (pUr) ^ (q Ur);

pU(q _ r) , (pUq) _ (q Ur);

(p ^ q) Wr , (p Wr) ^ (q Wr);

p W(q _ r) , (p Wq) _ (q Wr):

L'op�erateur prochain 
 distribue sur tous les connecteurs bool�eens :


(p _ q) , 
p _ 
q;


(p ^ q) , 
p ^ 
q;


(p! q) , 
p! 
q;


(p$ q) , 
p$ 
q:

Il y a aussi des implications qui ne peuvent être �etendues �a des �equivalences :

2p _2q ) 2(p _ q);

3(p ^ q) ) 3p ^3q;

(pUr) _ (q Ur) ) (p _ q)Ur;

pU(q ^ r) ) (pUq) ^ (pUr):
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Expansion

Voici trois formules d'expansion :

3p , p _ 
3p;

2p , p ^ 
2p;

pUq , q _ (p ^ 
(pUq)):

Ces formules d�ecrivent les op�erateurs 3;2 et U comme des points �xes. Par exemple,
3p est un point �xe de la fonction f(x) = p _ 
x.



Chapitre 3

Automates de B�uchi

Les automates �nis sur les mots in�nis sont introduits, dans les ann�ees soixante, par B�uchi

[B�uchi62], McNaughton [McNaughton66] et Rabin [Rabin69]. Leurs travaux ont ouvert des
champs d'int�erêt entre la th�eorie des automates et d'autres domaines de l'informatique comme
la logique. Ces types d'automates ont connu une expansion consid�erable lorsqu'on s'est aper�cu

de leur ad�equation �a la description des syst�emes �a ex�ecution in�nie (nonterminating compu-

tation). Dans le cas propositionnel, une telle ex�ecution est vue comme une s�equence in�nie
de valeurs de v�erit�e d'une formule propositionnelle. Dans [Pnueli77], la logique temporelle a
�et�e introduite pour raisonner sur de telles s�equences.

Certains travaux [Vardi86, Wolper83a, Wolper83b] ont �etabli une relation ferme entre

la logique temporelle et la th�eorie des langages !-r�eguliers. Les langages !-r�eguliers sont

analogues aux langages r�eguliers, mais d�e�nis sur les mots in�nis plutôt que les mots �nis. La
notion de !-r�egularit�e est bien fond�ee et sa th�eorie est bien d�evelopp�ee [Choueka74]. Une des
caract�eristiques d'un langage !-r�egulier est qu'il existe un automate de B�uchi qui le reconnâ�t.

Un automate de B�uchi est un automate �ni non d�eterministe muni d'une condition d'ac-
ceptation. Un mot u est accept�e ssi l'automate peut lire u en passant par des �etats d�esign�es
in�niment souvent.

Dans [Wolper87], il a �et�e d�emontr�e que les automates de B�uchi et plusieurs types de

logiques temporelles ont exactement la même puissance d'expression; en d'autres termes, la
classe des ensembles de s�equences d�ecrites par ces logiques co��ncide avec la classe des langages
!-r�eguliers. Pour ces logiques, d�ecider de la satisfaction des formules revient �a construire un
automate de B�uchi acceptant exactement les s�equences satisfaisant ces formules.

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion d'automate �ni sur les mots in�nis. Nous
pr�esentons en particulier les automates de B�uchi et nous montrons comment des propri�et�es

exprim�ees sous forme de formules LTLP peuvent être repr�esent�ees par de tels automates.

La construction de l'automate de B�uchi est tir�ee des articles [Wolper83b, Wolper83a,

Vardi86]. L'algorithme pr�esent�e dans chacun de ces articles est l�eg�erement di��erent des deux

autres. Nous avons adopt�e celui de [Vardi86] dans lequel l'automate de B�uchi poss�ede un seul

�etat initial. Ceci r�epond mieux �a nos besoins pour l'�etude de la v�eri�cation et de la synth�ese

des r�eseaux de Petri aux chapitres 4 et 5.

25
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3.1 Automates �nis

3.1.1 D�e�nition. (Automate �ni) [Autebert94] Un automate �ni est un 5-uple
A = (�; S; �; s0; F ) o�u :

� � est un alphabet,

� S est un ensemble �ni d'�etats,

� � : S � �! 2S est une fonction d�ecrivant les transitions,

� s0 2 S est l'�etat initial et

� F � S est l'ensemble des �etats �naux.

2

�A tout automate, on peut associer un graphe h�; S; �i o�u S est l'ensemble des som-
mets du graphe (repr�esent�es par des cercles), � l'ensemble des �etiquettes d'arcs et �
l'ensemble des arcs �etiquet�es. L'�etat initial est point�e par une petite 
�eche et les �etats
�naux sont repr�esent�es par deux cercles concentriques.

3.1.2 Exemple. Soit l'automate �ni A = (�; S; �; s0; F ) o�u � = fa; bg, S = fs0; s1g,
�(s0; a) = fs0; s1g, �(s0; b) = fs0g, �(s1; a) = �(s1; b) = ; et F = fs1g. Alors on peut
repr�esenter B par le graphe suivant :

��
��

��
��
��
��

6

-s0 s1a
a; b�
�
-

2

Appelons H l'ensemble �ni des arcs du graphe associ�e �a l'automate :

H = f(si; aj ; si+1)=si+1 2 �(si; aj)g:

En consid�erant l'ensemble H comme un alphabet, on dira qu'un mot w de H? est un
chemin dans A qui m�ene de l'�etat s0 �a l'�etat sn s'il s'�ecrit :

w = (s0; a1; s1)(s1; a2; s2) � � � (sn�1; an; sn):

3.1.3 D�e�nition. (Trace) [Autebert94] On appelle trace la fonction t : H ! � d�e�nie
par :

8s 2 S : 8s0 2 S : 8a 2 � : t((s; a; s0)) = a:

On �etend t, d'une fa�con naturelle, �a t : H? ! �? par :

t((s0; a1; s1)(s1; a2; s2) � � � (sn�1; an; sn)) = a1a2 � � � an:

2
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3.1.4 D�e�nition. (Acceptation) [Autebert94] Un mot u 2 �? est accept�e ou (re-
connu) par un automate �ni A s'il existe un chemin w dans A qui m�ene de l'�etat s0
�a un �etat sn de F et qui est tel que u = t(w). On dit aussi que w est une ex�ecution
de A. L'ensemble de tous les mots accept�es par A, appel�e le langage accept�e par A et
not�e L(A), est d�e�ni comme suit :

L(A) = fu 2 �?=u est accept�e par Ag:

2

Le langage accept�e par l'automate de l'exemple 3.1.2 est fa; bg?a, i.e. l'ensemble des
mots qui commencent par une suite �nie (peut-être vide) de a et b, et se termine par
un a.

Un automate �ni peut être utilis�e pour accepter des mots in�nis. Il su�t de changer
la condition d'acceptation. Nous pouvons citer �a titre d'exemple, les trois conditions
suivantes [Wolper83b]. Un automate accepte un mot si

1. il accepte certains pr�e�xes par la notion d'acceptation standard des mots �nis
(d�e�nition 3.1.4).

2. il existe une ex�ecution in�nie sur le mot.

3. il existe une ex�ecution in�nie sur le mot o�u l'ensemble des �etats qui sont r�ep�et�es
in�niment souvent satisfait certaines contraintes additionnelles. Par exemple, il
contient certains �etats d�esign�es.

Nous pr�esentons, dans ce qui suit, l'automate de B�uchi. Nous montrons le lien entre ce
type d'automate et la LTLP. Auparavant, il convient d'�etendre la trace t �a t : H! ! �!

par :

t((s0; a1; s1)(s1; a2; s2) � � �) = a1a2 � � � :

3.1.5 D�e�nition. (Automate de B�uchi) [B�uchi62] Un automate de B�uchi est un
5-uple B = (�; S; �; s0; F ) avec �; S; � et s0 comme dans la d�e�nition 3.1.1 et F � S
appel�e ensemble d'�etats d�esign�es. Un mot u est accept�e si u 2 �! et s'il existe un
chemin w 2 H! tel que :

� u = t(w) et

� INF(w) \ F 6= ; o�u INF(w) repr�esente l'ensemble des �etats \visit�es" in�niment
souvent en parcourant w; i.e

INF(w) = fs=8i � 1 : 9j � i : w(j) = (s; aj ; sj)g:

Le langage accept�e par B est

L(B) = fu 2 �!=9w 2 H! : u = t(w) ^ INF (w) \ F 6= ;g:

2
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3.1.6 Exemple. Consid�erons l'automate de B�uchi de la �gure 3.1 o�u :

� � = fa; bg,

� S = fs0; s1; s2g,

� �(s0; a) = fs1g; �(s0; b) = ;; �(s1; a) = fs1g; �(s1; b) = fs2g; �(s2; a) =
fs1g; �(s2; b) = fs2g,

� s0 est l'�etat initial,

� F = fs2g.

��
��

��
��

��
��
��
��

--

6� �

� �
? �
�

��
�

�
s0 s1 s2

a
a b

b

a

Figure 3.1 : Un automate de B�uchi.

Le langage accept�e est l'ensemble de tous les mots de la forme (aa?bb?)!. Notons que
les mots de la forme (a?bb?)a! ne sont pas accept�es par cet automate. Intuitivement,
un mot est accept�e s'il commence par un a et contient in�niment souvent b. 2

3.2 Repr�esentation des formules LTLP par des

automates de B�uchi

Dans cette section, nous �etablissons une correspondance entre la LTLP et les automates
de B�uchi. Nous montrons qu'il est possible d'associer �a chaque formule f de la logique
temporelle, un automate de B�uchi acceptant exactement les mod�eles satisfaisant cette
formule.

Dans [Vardi86, Wolper83b], les auteurs ont propos�e un algorithme g�en�eral pour
la construction d'un tel automate. Notre contribution s'illustre par l'�elaboration d'un
exemple assez complexe, chose qui n'est pas faite dans les articles que nous avons con-
sult�es. Nous adoptons l'algorithme de construction de [Vardi86] qui o�re la particularit�e
d'utiliser un automate de B�uchi ayant un seul �etat initial (et donc correspondant �a la
d�e�nition 3.1.5).

Dans ce qui suit, nous notons cl(f) la clôture de la formule LTLP f . Cet ensemble
est constitu�e de toutes les sous-formules de f et de leur n�egation. Plus pr�ecis�ement, on
d�e�nit cl(f) comme suit :

� f 2 cl(f),
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� f1 ^ f2 2 cl(f) ! f1; f2 2 cl(f),

� :f1 2 cl(f) ! f1 2 cl(f),

� f1 2 cl(f) ! :f1 2 cl(f),

� 
f1 2 cl(f) ! f1 2 cl(f),

� f1 Uf2 2 cl(f) ! f1; f2 2 cl(f).

3.2.1 Th�eor�eme. [Vardi86] �Etant donn�ee une formule LTLP f, on peut construire un
automate de B�uchi B = (�; S; �; s0; F ), o�u � = 2Prop, tel que L(B) est exactement
l'ensemble des s�equences satisfaisant la formule f .

Preuve. Pour construire un automate de B�uchi acceptant les mod�eles d'une formule
f , nous devons en premier lieu construire un automate sur l'alphabet 2cl(f). Cet auto-
mate doit reconnâ�tre l'ensemble des mots qui sont des mod�eles de f . Chaque �etat de
l'automate est �etiquet�e par des �el�ements de cl(f) qui sont vrais �a cet �etat.

L'automate de B�uchi que nous construisons est une combinaison de deux automa-
tes : l'automate local et l'automate de n�ecessit�e. L'automate local garantit qu'il n'y a
pas de propositions incoh�erentes dans le mod�ele et que les op�erateurs temporels sont
localement satisfaits. Par exemple, en partant de la formule

f1 Uf2 $ f2 _ (f1 ^ 
(f1 Uf2));

l'automate local garantit que si f1 Uf2 est vraie �a un �etat, alors soit f2 est vraie dans
cet �etat, soit f1 y est vraie et f1 Uf2 est vraie au prochain �etat.

La v�eri�cation locale est su�sante sauf pour les formules de n�ecessit�e. Ce sont les
formules de la forme f1 Uf2. Le probl�eme avec ces formules est que les conditions locales
impos�ees ne garantissent pas l'accessibilit�e �a un �etat o�u f2 est vraie. Nous con�ons �a
l'automate de n�ecessit�e le rôle de satisfaire cette n�ecessit�e.

Construction de l'automate local.

L'automate local est BL = (2cl(f); NL; �L; s0; NL). L'ensemble des �etats NL est form�e
d'un �etat initial s0 et de tous les �etats s o�u s est un sous-ensemble de cl(f), maximal
et coh�erent. En particulier, ils doivent satisfaire les conditions suivantes :

� pour toute formule f1 2 cl(f), on a f1 2 s ssi :f1 62 s,

� pour toute formule f1 ^ f2 2 cl(f), on a f1 ^ f2 2 s ssi f1 2 s et f2 2 s.

Pour la relation de transition �L, nous avons t 2 �L(s; a) ssi a = t (i.e. la transition et
l'�etat d'arriv�ee ont la même �etiquette) et

� soit s = s0 et f 2 t,

� soit s 6= s0 et

{ pour toute formule 
f1 2 cl(f), on a 
f1 2 s ssif1 2 t et
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{ pour toute formule f1 Uf2 2 cl(f), on a f1 Uf2 2 s ssi f2 2 s ou f1 2 s et
f1 Uf2 2 t.

Ainsi, les seules transitions qui peuvent avoir lieu dans l'automate local sont sch�ema-
tis�ees par ce qui suit :

� si s = s0

-
�
�

�
�

�
�

�
�s0 t = f� � � ; f; � � �g

a = t

� s 6= s0 et

{ pour toute formule 
f1 2 cl(f), on a

-
�
�

�
�

�
�

�
�s = f� � � ;
f1; � � �g t = f� � � ; f1; � � �g

a = t

et

-
�
�

�
�

�
�

�
�s = f� � � ;:
f1; � � �g t = f� � � ;:f1; � � �g

a = t

{ pour toute formule f1 Uf2 2 cl(f), on a

-
�
�

�
�

�
�

�
�s = f� � � ; f1 Uf2; f2; � � �g t

a = t

ou

-
�
�

�
�

�
�

�
�s = f� � � ; f1 Uf2; f1; � � �g t = f� � � ; f1 Uf2; � � �g

a = t

et

-
�
�

�
�

�
�

�
�s = f� � � ;:(f1 Uf2);:f2;:f1; � � �g t

a = t

ou

-
�
�

�
�

�
�

�
�s = f� � � ;:(f1 Uf2);:f2; � � �g t = f� � � ;:(f1 Uf2); � � �g

a = t

L'automate local n'impose aucune condition d'acceptation. Par cons�equent l'en-
semble des �etats d�esign�es est NL.
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Construction de l'automate de n�ecessit�e

�Etant donn�ee une formule f de la LTPL, nous d�e�nissons l'ensemble e(f) comme le
sous-ensemble de cl(f) qui contient toutes les formules de la forme f1 Uf2. L'automate
de n�ecessit�e est BE = (2cl(f); 2e(f); �E; ;; f;g), o�u pour la relation de transition �E, on
a t 2 �E(s; a) ssi a 2 NL � fs0g et :

� soit s = ; et pour toute formule f1 Uf2 2 a, on a f1 Uf2 2 t ssi f2 62 a,

� soit s 6= ; et pour toute formule f1 Uf2 2 s, on a f1 Uf2 2 t ssi f2 62 a.

Intuitivement, l'automate de n�ecessit�e essaie de satisfaire les n�ecessit�es dans le mod�ele,
i.e. de garantir �a toute formule f1 Uf2 dans cl(f) d'acc�eder �a un �etat o�u la formule f2
est vraie.

Combinaison des automates

Nous combinons maintenant l'automate local et l'automate de n�ecessit�e pour construire
l'automate �nal

BM = (2cl(f); NM ; �M ; NM0 ; FM ):

BM est obtenu en e�ectuant le produit cart�esien de BL et de BE. L'ensemble des �etats
est

NM = NL � 2e(f):

La relation de transitions �M est d�e�nie comme suit :

(p; q) 2 �M((s; t); a) ssi p 2 �L(s; a) et q 2 �E(t; a):

L'�etat initial est NM0 = (s0; ;) et l'ensemble des �etats d�esign�es est FM = NL � f;g.
L'automate obtenu accepte des mots sur 2cl(f), alors que les mod�eles de f sont

d�e�nis par des mots sur 2Prop. La derni�ere �etape de notre construction est d'e�ectuer
la projection de l'automate sur 2Prop. Pour ce faire, il su�t de prendre la projection
b \ Prop de chaque �el�ement b 2 2cl(f). 2

3.3 Exemple de construction d'un automate de

B�uchi

Dans cette section, nous traitons un exemple de construction d'automate de B�uchi
acceptant les mod�eles d'une formule LTLP f donn�ee en entr�ee. Nous d�etaillons les
di��erentes �etapes de la construction d'une fa�con claire et nette. L'automate de B�uchi
que nous allons construire n'est pas r�eduit, i.e. contient des �etats et des transitions que
nous pouvons �eliminer sans changer le langage accept�e. Malheureusement, il n'existe
pas d'algorithmes de minimisation des automates de B�uchi [Howell88]. Nous essayons
cependant de donner quelques r�egles de minimisation que nous appliquerons avec
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beaucoup de prudence. Ces r�egles sont faciles �a appliquer sur de petits automates
(c'est le cas pour l'exemple �a traiter). Mais si tout cela �etait trait�e par une machine,
nous n'essayerions pas n�ecessairement de minimiser. Signalons que le langage L(BM )
accept�e par BM est donn�e par

L(BM ) = L(BL) \ L(BE)

o�u L(BL) et L(BE) sont les langages accept�es par BL et BE respectivement. Ainsi, il nous
est possible de r�eduire les automates BL et BE sans que cela n'a�ecte la construction
de l'automate BM . Les types de r�eductions que nous e�ectuons dans cet exemple sont
les suivants :

� �elimination des �etats qui ne sont pas atteignables �a partir de l'�etat initial;

� �elimination des �etats n'ayant aucune 
�eche sortante (les �etats n'ayant pas de
successeur). En arrivant �a de tels �etats, l'automate s'arrête, aucune transition ne
peut être franchie. La s�equence lue est �evidement �nie et ne peut par cons�equent
être accept�ee par un automate de B�uchi;

� �elimination des �etats �a partir desquels il n'est plus possible de passer par un �etat
d�esign�e;

� �elimination des �etats �a partir desquels les s�equences in�nies tir�ees ne passent
par aucun �etat d�esign�e et, que ces mêmes s�equences peuvent être tir�ees �a partir
d'autres �etats en passant par au moins un �etat d�esign�e, i.e. on force l'automate
�a passer par des �etats d�esign�es;

� �elimination de toutes les transitions arrivant �a ou partant d'un �etat �elimin�e.

Pour cet exemple, nous allons supposer qu'�a chaque instant, une et une seule propo-
sition atomique peut être vraie. Formellement, nous d�e�nissons cette exigence de la
fa�con suivante :

3.3.1 D�e�nition. (Condition d'�ev�enement unique) La condition d'�ev�enement
unique Cu est donn�ee par la formule logique temporelle suivante :

Cu = 2((
_

1�i�n

pi) ^ (
^

1�i<j�n

:(pi ^ pj));

o�u p1; � � � ; pn sont toutes des propositions atomiques. 2

Pour construire un automate de B�uchi Bf 0 = (�; S; �; s0; F ) capable d'accepter les
mod�eles d'une formule logique temporelle f 0, nous prenons � = 2Prop (th�eor�eme 3.2.1).
Si on exige en plus la condition d'�ev�enement unique, on obtient l'automate de B�uchi
Bf = (�; S; �; s0; F ), o�u f = f 0 ^ Cu, pour lequel nous pouvons changer � = 2Prop par
� = Prop, puisqu'une seule proposition atomique est vraie �a un instant donn�e. Soit

f 0 = 2(t1 ! 
(t1 Ut2)) ^ 2(t2 ! 
(t2 Ut1))
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o�u t1 et t2 sont des propositions atomiques. Posons maintenant

f = f 0 ^ Cu

et d�eveloppons f . Nous utilisons les lois de la logique classique et celles pr�esent�ees �a la
section 2.4.

f = f 0
V
Cu

, 2

�
t1 ! 
(t1 Ut2)

�V
2

�
t2 ! 
(t2 U t1)

� V
2

�
(t1 _ t2) ^ :(t1 ^ t2)

�

, 2

��
:t1 _ 
(t1 Ut2)

�V �
:t2 _ 
(t2 U t1)

� V �
(t1 _ t2) ^ (:t1 _ :t2)

��

, 2

��
:t1 _ 
(t1 Ut2)

�V �
:t2 _ 
(t2 U t1)

� V �
t1 ^ :t2

W
:t1 ^ t2

��

, 2

�
:t1 ^ :t2 ^ t1 ^ :t2W
:t1 ^ :t2 ^ :t1 ^ t2W
:t1 ^ 
(t2 Ut1) ^ t1 ^ :t2W
:t1 ^ 
(t2 Ut1) ^ :t1 ^ t2W

(t1 U t2) ^ :t2 ^ t1 ^ :t2W

(t1 U t2) ^ :t2 ^ :t1 ^ t2W

(t1 U t2) ^ 
(t2 Ut1) ^ t1 ^ :t2W

(t1 U t2) ^ 
(t2 Ut1) ^ :t1 ^ t2

�

, 2

�
:t1 ^ t2 ^ 
(t2 Ut1)W
:t2 ^ t1 ^ 
(t1 Ut2)W
t1 ^ :t2 ^ 
(t1 Ut2) ^ 
(t2 Ut1)W
:t1 ^ t2 ^ 
(t1 Ut2) ^ 
(t2 Ut1)

�

, 2

�
(:t1 ^ t2 ^ 
(t2 Ut1))

V
(Vrai _ 
(t2 Ut1))W

(:t2 ^ t1 ^ 
(t1 Ut2))
V
(Vrai _ 
(t2 Ut1))

�

, 2

�
(:t1 ^ t2 ^ 
(t2 Ut1))

W
(:t2 ^ t1 ^ 
(t1 Ut2))

�
:

Sachant que 2p , :(VraiU:p) (voir page 21), nous �ecrivons, apr�es une application
des lois de de Morgan :

f = :(VraiU(:(:t1 ^ t2 ^ 
(t2 Ut1)) ^ :(:t2 ^ t1 ^ 
(t1 U t2)))):

Nous posons

f = :(VraiU(:g1 ^ :g2))
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avec

g1 = :t1 ^ t2 ^ 
(t2 U t1);

g2 = :t2 ^ t1 ^ 
(t1 U t2):

Construction de l'automate local

L'ensemble cl(f) (voir page 28) est le suivant :

cl(f) =

8>><
>>:
f;VraiU(:g1 ^ :g2); g1 _ g2;:g1 ^ :g2; g1;:g1; g2;:g2;

t1;:t1; t2;:t2;
(t1 Ut2);:
(t1 Ut2);
(t2 Ut1);:
(t2 Ut1);

t1 Ut2;:(t1 Ut2); t2 Ut1;:(t2 Ut1);Vrai;Faux

9>>=
>>; :

3.3.2 Remarque. Si pUq 2 cl(f) alors les seuls ensembles qui peuvent être coh�erents
et contenir seulement p; q et pUq ou leur n�egation sont

fpUq; q; pg; f:(pUq);:q; pg; fpUq;:q; pg;

fpUq; q;:pg; f:(pUq);:q;:pg:

2

Pour d�eterminer l'ensemble des �etats NL, i.e. tous les ensembles maximaux et
coh�erents de cl(f), nous allons construire deux arbres, l'un ayant comme racine la
formule f et l'autre, :f . Les noeuds de chaque arbre sont des formules de cl(f). Rap-
pelons que chaque noeud d'un arbre peut être un successeur (�ls) ou le pr�ed�ecesseur
(parent) d'autres noeuds. La racine est le seul noeud qui n'a pas de pr�ed�ecesseur. Les
noeuds qui n'ont pas de successeurs sont appel�es des feuilles. On appelle un chemin
dans l'arbre toute suite de noeuds n0; n1; � � � ; nk tels que :

� n0 est la racine,

� nk est une feuille et

� 8i : 0 < i < k : ni est un successeur de ni�1 et le pr�ed�ecesseur de ni+1.

Un arbre maximal tel que l'ensemble des formules d'un chemin soit coh�erent est
construit par la suite. Nous nous contentons de ne pr�esenter que l'arbre ayant f comme
racine (voir �gure 3.2). Nous montrons que les �etats contenant la formule :f ne sont pas
accessibles �a partir de l'�etat initial et que, par cons�equent, nous pouvons les �eliminer.
Nous ne donnerons pas un algorithme de construction mais nous d�etaillerons tout sim-
plement les di��erents niveaux de construction. La racine a le niveau le plus bas.

niveau 0

On prend comme racine f = :(VraiU(:g1 ^ :g2)).
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(t1 Ut2) :
(t1 Ut2) 
(t2 Ut1) :
(t2 Ut1)

t1 Ut2; t2 Ut1 t1 Ut2; t2 Ut1

:t1; t2;
(t2 U t1) t1;:t2;
(t1 U t2)

:g2 g2

g1 :g1

g1 _ g2;Vrai

f = :(VraiU(:g1 ^ :g2))

��
��

�

HH
HH

H

���
���

���
�

��
��

�
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HH

H

XXX
XXX

XXX
X

Figure 3.2 : L'arbre maximal et coh�erent contenant f .
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niveau 1

D'apr�es la remarque 3.3.2, les ensembles

E1 = f:(VraiU(:g1 ^ :g2)); g1 _ g2;Vraig et

E2 = f:(VraiU(:g1 ^ :g2)); g1 _ g2;Fauxg

peuvent être coh�erents. Il est clair que l'ensemble E2 ne l'est pas, suite �a la pr�esence de
la valeur Faux dans l'ensemble. Le seul ensemble coh�erent est donc E1. On cr�ee alors
un successeur �a la racine, ayant comme �etiquette g1 _ g2,Vrai.

niveau 2

�A ce niveau, nous cr�eons deux successeurs, l'un v�eri�ant g1, l'autre sa n�egation.

niveau 3

Pour le noeud de gauche, on doit normalement cr�eer deux noeuds, l'un contenant
g2, le second, :g2. Mais g1 ^ g2 = Faux, par d�e�nition de g1 et g2; l'ensemble ff; g1 _
g2;Vrai; g1; g2g est donc incoh�erent. Ceci explique la cr�eation d'un seul successeur. Pour
le noeud de droite, il faut cr�eer un seul successeur ayant g2 comme �etiquette; en e�et,
l'ensemble fg1 _ g2;:g1;:g2g est incoh�erent. D�esormais, nous ne nous int�eressons qu'�a
la branche de gauche. La branche de droite est trait�ee d'une mani�ere sym�etrique.

niveau 4

En partant de la formule

g1 = :t1 ^ t2 ^ 
(t2 U t1);

nous cr�eons un noeud ayant comme �etiquette :t1; t2;
(t2 U t1).

niveau 5

D'apr�es les deux implications suivantes

t2 ) t1 Ut2 et

t2 ^ 
(t2 Ut1) ) t2 Ut1;

nous cr�eons un noeud ayant comme �etiquette t2 Ut1; t1 Ut2.

niveau 6

Jusqu'ici tous les noeuds ont �et�e cr�e�es suite �a des cons�equences logiques des noeuds
pr�ec�edents. L'ensemble des noeuds de la branche constitue un ensemble coh�erent mais
non maximal (voir cl(f) : il manque 
(t1 Ut2) ou sa n�egation). Il est possible dans
cet exemple de cr�eer deux branches, l'une ayant comme �etiquette 
(t1 Ut2) et l'autre
:
(t1 Ut2), sans que les ensembles de chemins soient incoh�erents. Par exemple, pour
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la premi�ere branche, 
(t1 Ut2) peut avoir lieu puisque la seule formule qui l'empêche
de se produire, c'est-�a-dire 2t1, n'appartient pas �a l'ensemble des noeuds.

Finalement, les seuls ensembles maximaux et coh�erents de formules de cl(f) conte-
nant f sont les suivants (ce sont les quatre chemins de l'arbre) :

l1 = ff; g1 _ g2;Vrai; g1;:g2;:t1; t2;
(t2 Ut1); t2 Ut1; t1 Ut2;
(t1 Ut2)g;

l2 = ff; g1 _ g2;Vrai; g1;:g2;:t1; t2;
(t2 Ut1); t2 Ut1; t1 Ut2;:
(t1 U t2)g;

l3 = ff; g2 _ g1;Vrai; g2;:g1;:t2; t1;
(t1 Ut2); t1 Ut2; t2 Ut1;
(t2 Ut1)g;

l4 = ff; g2 _ g1;Vrai; g2;:g1;:t2; t1;
(t1 Ut2); t1 Ut2; t2 Ut1;:
(t2 U t1)g:

Nous obtenons alors fs0; l1; l2; l3; l4g � NL. D'une mani�ere similaire, il serait possible
de calculer l'arbre maximal coh�erent dont la racine est :f . Ceci donnerait

NL = fs0; l1; l2; l3; l4; l
0
1; l

0
2; � � �g

o�u :f 2 l0i pour tout i. Cependant, nous verrons plus tard qu'en construisant l'automate
local, il n'est pas possible d'atteindre aucun des l0i �a partir de s0. C'est pour cette raison
qu'ils ne sont pas calcul�es. Nous calculons dans ce qui suit les images de s0; l1; l2; l3 et l4
par la relation �L et nous montrons que NL = fs0; l1; l2; l3; l4g.

� Pour s = s0

�L(s0; l1) = fl1g; �L(s0; l2) = fl2g;

�L(s0; l3) = fl3g; �L(s0; l4) = fl4g:

� Pour s = l1

{ 
(t1 Ut2) 2 cl(f)

On doit avoir 
(t1 U t2) 2 l1 ssi t1 Ut2 2 t. Puisque 
(t1 Ut2) 2 l1,
on en d�eduit t1 Ut2 2 t:

{ 
(t2 Ut1) 2 cl(f)

On doit avoir 
(t2 U t1) 2 l1 ssi t2 Ut1 2 t. Puisque 
(t2 Ut1) 2 l1,
on en d�eduit t2 Ut1 2 t:

{ t1 Ut2 2 cl(f)

On doit avoir t1 Ut2 2 l1 ssi t2 2 l1, ou t1 2 l1 et t1 Ut2 2 t. C'est le
cas, puisque t1 U t2 2 l1 et t2 2 l1.

{ t2 Ut1 2 cl(f)

On doit avoir t2 Ut1 2 l1 ssi t1 2 l1, ou t2 2 l1 et t2 Ut1 2 t. On en
d�eduit t2 Ut1 2 t, car t2 U t1 2 l1; t1 62 l1 et t2 2 l1.

{ VraiU(:g1 ^ :g2) 2 cl(f) (i.e. :f)
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On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 l1 ssi :g1 ^ :g2 2 l1, ou Vrai 2
s et Vrai U(:g1 ^:g2) 2 t: On en d�eduit VraiU(:g1^:g2) 62 t; i.e.
:f 62 t, ou encore, de mani�ere �equivalente, f 2 t.

Pour r�esumer, on doit avoir t1 Ut2 2 t; t2 Ut1 2 t et f 2 t; i.e.

t 2 fl1; l2; l3; l4g:

Mieux encore,

�L(l1; l1) = fl1g; �L(l1; l2) = fl2g;

�L(l1; l3) = fl3g; �L(l1; l4) = fl4g:

�A partir d'ici, nous donnons moins de d�etails dans l'application des instructions de la
page 29.

� Pour s = l2

{ 
(t1 Ut2) 2 cl(f)

On doit avoir t1 U t2 62 t:

{ 
(t2 Ut1) 2 cl(f)

On doit avoir t2 U t1 2 t:

{ t1 Ut2 2 cl(f)

Aucune exigence (les conditions de la page 29 sont satisfaites).

{ t2 Ut1 2 cl(f)

On doit avoir t2 U t1 2 t:

{ VraiU(:g1 ^ :g2) 2 cl(f) (i.e. :f)

On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2)) 62 t; i.e. f 2 t.

Pour r�esumer, on doit avoir t1 Ut2 62 t; t2 Ut1 2 t et f 2 t: Puisque f 2 t, on doit
avoir

t 2 fl1; l2; l3; l4g:

Comme aucun t 2 fl1; l2; l3; l4g ne peut satisfaire toutes ces conditions, �L(l2; a) =
; pour tout a 2 fl1; l2; l3; l4g.

� Pour s = l3

{ De la même mani�ere, on peut facilement v�eri�er que pour s = l3, on a

�L(l3; l1) = fl1g; �L(l3; l2) = fl2g;

�L(l3; l3) = fl3g; �L(l3; l4) = fl4g:
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� Pour s = l4

{ De la même mani�ere, on peut facilement v�eri�er que pour s = l4, on a
�L(l4; a) = ; pour tout a 2 fl1; l2; l3; l4g.

3.3.3 Remarque. �A partir de l'�etat initial s0, on peut atteindre les �etats l1; l2; l3 et l4.
De ces derniers, on ne peut jamais acc�eder �a un �etat contenant :f . Ainsi, tout �etat
contenant :f n'est pas accessible �a partir de l'�etat initial. Par cons�equent, l'ensemble
des �etats peut être r�eduit �a :

NL = fs0; l1; l2; l3; l4g:

2

La relation �L est donn�ee par le tableau suivant :

�L s0 l1 l2 l3 l4

s0 l1 l2 l3 l4

l1 l1 l2 l3 l4

l2

l3 l1 l2 l3 l4

l4

Les �etats s0, l1, l2, l3 et l4 de la colonne gauche du tableau repr�esentent les �etats
de d�epart des transitions alors que ceux de la ligne d'en haut repr�esentent les �etats
d'arriv�ee. S'il y a une transition d'un �etat s vers un �etat t alors on inscrit un t �a la case
(s; t) ayant comme ligne s et t comme colonne (puisque l'�etiquette d'un arc est identique
�a celle de l'�etat d'arriv�ee). Par exemple, (s0; l1) = l1 signi�e que l1 2 �L(s0; l1). Si on
n'inscrit rien �a la case (s; t), c'est qu'il n'y a pas de transition allant de s vers t. Par
exemple, les cases de la ligne l2 sont vides car �L(l2; a) = ; pour tout a 2 NL.

Remarquons qu'�a partir des �etats l2 et l4 on ne peut franchir aucune transition. Par
cons�equent, toute s�equence qui passe par l2 ou l4 est �nie. Or, les s�equences accept�ees
par un automate de B�uchi sont in�nies. Suite �a ce r�esultat, nous pouvons �eliminer, sans
nuire �a la construction de l'automate �nal, les �etats l2 et l4 ainsi que les transitions
ayant ces derniers comme �etats d'arriv�ee, d'o�u NL se r�eduit �a fs0; l1; l3g. La relation
�L apr�es r�eduction est donn�ee par le tableau suivant :

�L s0 l1 l3

s0 l1 l3

l1 l1 l3

l3 l1 l3

L'automate local est donn�e par la �gure 3.3.
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Figure 3.3 : L'automate local

Construction de l'automate de n�ecessit�e

Les ensembles e(f) et 2e(f) sont d�e�nis comme suit :

e(f) = ft1 Ut2; t2 Ut1;VraiU(:g1 ^ :g2)g;

posons

e0 = ;; e1 = ft1 Ut2g; e2 = ft2 Ut1g; e3 = f:fg;

e4 = e1 [ e2; e5 = e1 [ e3; e6 = e2 [ e3; e7 = e4 [ e3;

d'o�u

2e(f) = fe0; e1; e2; e3; e4; e5; e6; e7g:

Construisons maintenant la relation �E. Rappelons tout d'abord que t 2 �E(s; a) seu-
lement si a 2 NL � fs0g (voir page 31).

� Pour s = e0

1. pour a = l1

{ t1 Ut2 2 l1
On doit avoir t1 U t2 2 t ssi t2 62 l1: Puisque t2 2 l1 on a t1 Ut2 62
t.

{ t2 Ut1 2 l1
De même, on d�eduit t2 Ut1 2 t:

Par cons�equent,

�E(e0; l1) = fe2; e6g:
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2. Pour a = l3

{ t1 Ut2 2 l3

On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l3: Donc t1 U t2 2 t.

{ t2 Ut1 2 l3

On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l3: Donc t2 U t1 62 t.

Par cons�equent,

�E(e0; l3) = fe1; e5g:

� Pour s = e1

1. Pour a = l1

{ t1 Ut2 2 e1
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l1: Donc t1 U t2 62 t.

Par cons�equent,

�E(e1; l1) = fe0; e2; e3; e6g:

2. pour a = l3

{ t1 Ut2 2 e1
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l3: Donc t1 U t2 2 t:

Par cons�equent,

�E(e1; l3) = fe1; e4; e5; e7g:

� Pour s = e2

1. Pour a = l1

{ t2 Ut1 2 e2

On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l1: Donc t2 U t1 2 t.

Par cons�equent,

�E(e2; l1) = fe2; e4; e6; e7g:

2. pour a = l3

{ t2 Ut1 2 e2

On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l3: Donc t2 U t1 62 t.

Par cons�equent,

�E(e2; l3) = fe0; e1; e3; e5g:

� Pour s = e3

1. pour a = l1

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e3
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On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l1: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e3; l1) = fe3; e5; e6; e7g:

2. pour a = l3

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e3

On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l3: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e3; l3) = fe3; e5; e6; e7g:

� Pour s = e4

1. pour a = l1

{ t1 Ut2 2 e4
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l1: Donc t1 U t2 62 t.

{ t2 Ut1 2 e4
On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l1: Donc t2 U t1 2 t.

Par cons�equent,

�E(e4; l1) = fe2; e6g:

2. pour a = l3

{ t1 Ut2 2 e4
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l3: Donc t1 U t2 2 t.

{ t2 Ut1 2 e4
On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 2 l3: Donc t2 U t1 62 t.

Par cons�equent,

�E(e4; l3) = fe1; e5g:

� Pour s = e5

1. pour a = l1

{ t1 Ut2 2 e5
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 2 l1: Donc t1 U t2 62 t.

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e5
On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l1: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e5; l1) = fe3; e6g:
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2. pour a = l3

{ t1 Ut2 2 e5
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l3: Donc t1 U t2 2 t.

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e5
On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l3: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e5; l3) = fe5; e7g:

� Pour s = e6

1. pour a = l1

{ t2 Ut1 2 e6
On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l1: Donc t2 U t1 2 t.

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e6
On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l1: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e6; l1) = fe6; e7g:

2. pour a = l3

{ t2 Ut1 2 e6
On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l3: Donc t2 U t1 2 t.

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e6
On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l3: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e6; l3) = fe3; e5g:

� Pour s = e7

1. pour a = l1

{ t1 Ut2 2 e7
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l1: Donc t1 U t2 62 t.

{ t2 Ut1 2 e7
On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l1: Donc t2 U t1 2 t.

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e7
On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l1: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t

Par cons�equent,

�E(e7; l1) = fe6g:
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2. pour a = l3

{ t1 Ut2 2 e7
On doit avoir t1 Ut2 2 t ssi t2 62 l3: Donc t1 U t2 2 t.

{ t2 Ut1 2 e7

On doit avoir t2 Ut1 2 t ssi t1 62 l3: Donc t2 U t1 62 t.

{ Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 e7
On doit avoir Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t ssi :g1 ^ :g2 62 l3: Donc
Vrai U(:g1 ^ :g2) 2 t.

Par cons�equent,

�E(e7; l3) = fe5g:

Il convient �a pr�esent de repr�esenter la relation �E par le tableau suivant :

�E e0 e1 e2 e4 e3 e5 e6 e7

e0 l3 l1 l3 l1

e1 l1 l3 l1 l3 l1 l3 l1 l3

e2 l3 l3 l1 l1 l3 l3 l1 l1

e4 l3 l1 l3 l1

e3 l1; l3 l1; l3 l1; l3 l1; l3

e5 l1 l3 l1 l3

e6 l3 l3 l1 l1

e7 l3 l1

On inscrit a dans la case (ei; ej) si ej 2 �E(ei; a); par exemple, (e2; e1) = l3 signi�e
que e1 2 �E(e2; l3).

Rappelons qu'une suite u 2 �! est accept�ee par un automate de B�uchi si on peut
passer in�niment souvent par certains �etats d�esign�es. Ce qui signi�e que l'automate
doit avoir des cycles accessibles �a partir de l'�etat initial et contenant des �etats d�esign�es.
Dans notre exemple, l'automate de B�uchi qu'on veut construire est la combinaison de
deux automates. Ces derniers doivent aussi avoir des cycles qui passent par les �etats
d�esign�es. Or, on remarque que :

� L'unique �etat d�esign�e e0 (voir page 31) est accessible seulement �a partir des �etats
e0; e1; e2 et e4:

� �A partir d'un �etat ei 2 fe3; e5; e6; e7g, il n'est plus possible de retourner aux �etats
e0; e1; e2 et e4. Par cons�equent, il n'est plus possible de passer par l'�etat d�esign�e.

Suite �a ces deux remarques, nous pouvons �eliminer, a�n de r�eduire l'automate de
n�ecessit�e, les �etats e3; e5; e6 et e7 ainsi que les transitions ayant ces derniers comme �etat
de d�epart ou d'arriv�ee. Le nouvel ensemble d'�etats est compos�e alors de e0; e1; e2 et e4.
La relation �E est maintenant donn�ee par le tableau suivant :
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�E e0 e1 e2 e4

e0 l3 l1

e1 l1 l3 l1 l3

e2 l3 l3 l1 l1

e4 l3 l1

Combinaison des automates

La combinaison de l'automate local avec celui de n�ecessit�e donne un troisi�eme automate
dont :

� l'�etat initial est (s0; e0),

� les �etats d�esign�es sont (s0; e0), (l3; e0) et (l1; e0) et

� la relation de transition � est repr�esent�ee par le tableau ci-dessous (seuls l'�etat
initial et les �etats qui sont la destination d'une transition sont inclus) :

� (s0; e0) (l1; e0) (l1; e2) (l1; e4) (l3; e0) (l3; e1) (l3; e4)

(s0; e0) l1 l3

(l1; e0) l1 l3

(l1; e2) l1 l1 l3 l3

(l1; e4) l1 l3

(l3; e0) l1 l3

(l3; e1) l1 l1 l3 l3

(l3; e4) l1 l3

La r�eduction de cet automate est faite de trois mani�eres. Une par �elimination d'�etats,
l'autre par combinaison d'�etats et la troisi�eme par �elimination de transitions. En en-
levant un �etat ou une transition, il faut s'assurer de ne pas r�eduire le langage de
l'automate.

1. Nous pouvons voir facilement que l'�etat (l3; e4) n'est accessible qu'�a partir de
l'�etat (l3; e1). De plus, les �etats accessibles �a partir de l'�etat (l3; e1) via l'�etat (l3; e4)
peuvent aussi être atteints sans passer par l'�etat (l3; e1) et ce, avec les mêmes
�etiquettes. Par exemple, les transitions ((l3; e1); l3; (l3; e4)), ((l3; e4); l1; (l1; e2))
peuvent être remplac�ees par ((l3; e1); l3; (l3; e1)), ((l3; e1); l1; (l1; e2)). Nous pou-
vons donc �eliminer l'�etat (l3; e4) ainsi que les transitions qui ont cet �etat comme
�etat de d�epart ou d'arriv�ee. D'une mani�ere similaire, on peut �eliminer l'�etat (l1; e4)
qui n'est accessible que par l'�etat (l1; e2).

2. On peut combiner les deux �etats d�esign�es (l3; e0) et (l1; e0). En e�et, ce sont deux
�etats d�esign�es et ils se comportent tous deux de la même fa�con (les transitions
qui quittent ces �etats ont les mêmes destinations). Une transition qui entre dans
l'un de ces �etats peut donc tout aussi bien entrer dans l'autre.
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3. Nous �eliminons les deux transitions entre les �etats (l3; e1) et (l1; e2). Il su�t de
voir que toute s�equence in�nie qui passe uniquement par ces deux �etats est de
la forme (l?3l

?
1)
!. C'est une s�equence qui, normalement, devrait être accept�ee par

l'automate (car elle satisfait la formule). Mais elle ne l'est pas parce qu'elle ne
passe jamais par l'�etat d�esign�e (l3; e0) = (l1; e0). Cette même s�equence, i.e. (l?3l

?
1)
!,

est accept�ee par l'automate si on passe par les s�equences reliant (l3; e1) et (l1; e2) �a
l'�etat d�esign�e (l3; e0). On remarque qu'en enlevant ces deux transitions l'automate
peut quand même toujours faire des transitions �etiquet�ees par l1 ou par l3. L'e�et
du retrait des transitions est de forcer l'automate �a passer le plus souvent par
l'�etat d�esign�e.

Finalement, en posant :

s0 = (s0; e0); s1 = (l3; e1); s2 = (l1; e2); s3 = (l3; e0) = (l1; e0)

et en faisant la projection sur ft1; t2g (voir page 31) on obtient la relation de transition
� suivante :

� s0 s1 s2 s3

s0 t1 t2

s1 t1 t2

s2 t2 t1

s3 t1 t2

et l'automate �nal de la �gure 3.4.
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Figure 3.4 : L'automate �nal

Avant de terminer ce chapitre, nous pr�esentons une d�e�nition et un lemme trivial
dont nous ne donnons pas la preuve et qui nous sera utile dans les chapitres �a venir.

3.3.4 D�e�nition. Ls(f) est un langage in�ni g�en�er�e �a partir d'une formule LTLP f
sous la condition d'�ev�enement unique ssi Ls(f) = L(Bf 0) o�u f 0 = f ^ Cu et Prop est
l'alphabet de Bf 0. 2
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3.3.5 Lemme. �Etant donn�ee une formule LTLP f , Ls(f) = Ls(:f), o�u Ls(f) =
Prop! � Ls(f) est le compl�ement du langage Ls(f). 2



Chapitre 4

V�eri�cation des r�eseaux de Petri.

Dans ce chapitre, nous montrons comment combiner les r�eseaux de Petri avec la logique
temporelle. Il su�t de savoir �a quoi correspond une proposition atomique dans un r�eseau.

Nous pr�esentons quelques-unes de ces correspondances et nous discutons de certains travaux
qui ont �et�e e�ectu�es sur ces derni�eres.

Par la suite, nous pr�esentons une m�ethode qui permet de d�ecider si un r�eseau de Petri

R donn�e v�eri�e une propri�et�e f �ecrite en logique temporelle. Cette m�ethode est bas�ee sur la
combinaison du graphe de couverture du r�eseau R et de l'automate de B�uchi acceptant la
formule f .

Si le RDP satisfait la sp�eci�cation f , il est même possible d'extraire une s�equence in�nie

de transitions licite et satisfaisant f .
Des propri�et�es comme l'exclusion mutuelle peuvent être prouv�ees si nous arrivons �a trou-

ver la sp�eci�cation f correspondante. D'autres propri�et�es, comme la vivacit�e, sont dif�ciles �a

prouver, vu qu'elles sont �equivalentes au probl�eme d'accessibilit�e (O(exp) en espace m�emoire).
Bien que ce dernier soit d�ecidable, la complexit�e de l'algorithme est tr�es �elev�ee. Mentionnons
que le probl�eme de l'accessibilit�e consiste �a chercher si une con�guration du syst�eme peut
être obtenue et que le probl�eme de la vivacit�e consiste �a v�eri�er qu'une transition n'est jamais

d�e�nitivement impossible.

Deux exemples sont trait�es. Dans le premier, nous cherchons une s�equence de transitions

in�nie et licite dans un RDP satisfaisant une sp�eci�cation f . Le deuxi�eme traite un probl�eme

de d�ecidabilit�e de l'exclusion mutuelle dans un RDP.

4.1 Combinaison des r�eseaux de Petri et de la lo-

gique temporelle

Il existe plusieurs mani�eres de combiner un r�eseau de Petri avec la logique temporelle. Le
point cl�e dans la combinaison est de savoir �a quoi correspond une proposition atomique
de la logique temporelle dans un r�eseau de Petri. Nous pr�esentons ci-dessous certaines
correspondances entre les propositions atomiques de la LTLP et les propri�et�es des
r�eseaux de Petri :

(a) Une proposition atomique p est vraie ssi la place p a au moins un jeton.

(b) Une proposition atomique ge(p; c) est vraie ssi la place p a au moins c jetons.

48
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(c) Une proposition atomique en(t) est vraie ssi une transition t est franchissable.

(d) Une proposition atomique �(t) est vraie ssi une transition t est tir�ee.

Noter que (a) est un cas particulier de (b), i.e. p = ge(p;1), et que la formule
�(t)) en(t) est toujours vraie.

Plusieurs recherches ont montr�e que le probl�eme de vacuit�e1 (emptiness problem) est
d�ecidable lorsqu'il s'agit des r�eseaux de Petri born�es [Uchihira90b], ou sauf [Katai82],
ou bien lorsque nous faisons appel �a une LTLP dite restreinte [Howell88]. Pour des
r�eseaux de Petri g�en�eraux, le probl�eme devient ind�ecidable [Cherkasova87, Howell88,
Suzuki89]. Le probl�eme de vacuit�e consiste �a chercher une s�equence de transitions licite
satisfaisant une formule logique temporelle donn�ee sur un r�eseau de Petri donn�e. La
d�ecidabilit�e de ce probl�eme est n�ecessaire pour la v�eri�cation et la synth�ese automatique
des programmes. Dans [Uchihira90], les auteurs consid�erent les r�eseaux de Petri g�en�e-
raux avec une LTLP g�en�erale et adoptent la correspondance de type (d). Ils consid�erent
le langage in�ni L!(R; h) du RDP �etiquet�e (R; h) et le langage Ls(f) de la formule
LTLP f . Ils montrent que si L!(R; h)\Ls(f) 6= ; alors le RDP satisfait la sp�eci�cation
f . Une fonction d'�etiquetage h : T ! Prop [ f�g est utilis�ee pour faire la corres-
pondance entre les transitions t de T et les propositions atomiques (Prop) dans f , i.e.
h(t) est la formule �(t). Certaines transitions peuvent être invisibles �a l'utilisateur qui
d�ecrit la sp�eci�cation logique temporelle, i.e. h(t) = � pour les transitions invisibles.

4.2 V�eri�cation des r�eseaux de Petri.

Dans le processus de vie d'un syst�eme, la phase de v�eri�cation et de test prend une
bonne partie du coût total du d�eveloppement. C'est une phase n�ecessaire pour tester le
bon fonctionnement du syst�eme et pour v�eri�er si le syst�eme d�evelopp�e est le syst�eme
d�esir�e.

Dans cette section, nous voulons d�ecider si un r�eseau de Petri R poss�ede des pro-
pri�et�es donn�ees sous forme d'une formule f de la logique temporelle. Nous combinons,
en premier lieu, l'automate de B�uchi acceptant la formule f et le graphe de couverture
du r�eseau R. Nous cherchons, en second lieu, si le graphe obtenu contient un cycle
passant par un noeud d�esign�e. Si c'est le cas, alors le chemin partant de l'�etat initial
�a un noeud d�esign�e, suivi de la boucle in�nie contenant ce même noeud, est une suite
in�nie de transitions qui v�eri�e la formule f . Il su�t de v�eri�er alors si cette suite est
licite.

4.2.1 D�e�nition. [Uchihira90] Soient un r�eseau de Petri R = (P; T;W;m0), une for-
mule LTLP f et une fonction d'�etiquetage h : T ! Prop [ f�g. Nous d�e�nissons
L(R; f; h) = L!(R; h) \ Ls(f) o�u L!(R; h) est le langage in�ni g�en�er�e �a partir du
r�eseau de Petri �etiquet�e (R; h) et Ls(f) est le langage in�ni g�en�er�e �a partir de f sous
la condition d'�ev�enement unique Cu. L(R; f; h) 6= ; signi�e qu'il existe une s�equence
de transitions de R, licite et satisfaisant f . 2

1Terme fran�cais sugg�er�e par M. Bernard Hodgson.
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4.2.2 Th�eor�eme. (Vacuit�e) [Uchihira90] Le probl�eme de vacuit�e de L(R; f; h), i.e.
L(R; f; h) est-il vide ?, est d�ecidable pour R, f et h donn�es.

Preuve. Soit R = (P; T;W;m0). Il su�t de montrer que le probl�eme de vacuit�e de
L!(R; h) \ Ls(f) est d�ecidable. Au d�epart, nous construisons un graphe de couverture
�etendu G �a partir de R; h et Ls(f).

1. Construire un automate de B�uchi Bf = (Prop; S; �; s0; F ) acceptant le langage
Ls(f). Ceci est possible grace au th�eor�eme 3.2.1 et aux d�e�nitions 3.3.1 et 3.3.4.

2. Construire un graphe de couverture �etendu G = (SG; X) �a partir de R; h et Bf .
G est un graphe dirig�e et �etiquet�e. Chaque noeud x de G est repr�esent�e comme
un (k +2)-uplet, x = (x1; x2; � � � ; xk; s; nf) o�u jP j = k; xi 2 N!(1 � i � k); s 2 S
et

nf =

8<
: 1 si s 2 F

0 sinon:

Chaque arc e = (x; x0) est �etiquet�e avec un �el�ement de T . Une transition t 2 T est
dite franchissable en x si t est franchissable �a partir du marquage (x1; x2; � � � ; xk)
et �(s; h(t)) 6= ;, et est dite localement franchissable si t est franchissable �a partir
du marquage (x1; x2; � � � ; xk) et h(t) = �. G est construit comme suit :

(a) SG est l'ensemble des noeuds deG; SG := f(x01; x
0
2; � � � ; x

0
k; s0; nf)g o�u (x

0
1; x

0
2;

� � � ; x0k) = m0, s0 est l'�etat initial de Bf , et nf = 1 si s0 2 F , sinon nf = 0.
Nous posons q0 = (x01; x

0
2; � � � ; x

0
k; s0; nf):

(b) X est un ensemble d'arcs (x; x0) �etiquet�es par des �el�ements de T ; X := ;.

(c) R�ep�eter tant que tous les noeuds n'ont pas �et�e trait�es.

i. Soit x = (x1; x2; � � � ; xk; s; nf) un noeud non trait�e. Cr�eer un noeud x0 =
(x01; x

0
2; � � � ; x

0
k; s

0; n0f) conform�ement aux �etapes A{C ci-dessous, pour
toute transition t franchissable �a partir de (x1; x2; � � � ; xk) et pour tout
s0 2 �(s; h(t)). De même, cr�eer un noeud x0 = (x01; x

0
2; � � � ; x

0
k; s

0; n0f), o�u
s0 = s; n0f = 0 conform�ement aux �etapes A{B pour toute transition t
localement franchissable.

A. Pour tout i, 1 � i � k, poser x0i := xi �W (pi; t) +W (t; pi).

B. S'il existe un noeud r = (r1; r2; � � � ; rk; s00; n00f) sur un chemin allant
de la racine q0 �a x tel que

(8i : 1 � i � k : ri � x0i);

alors pour chaque i tel que ri < x0i, poser x
0
i := !.

C. nf = 1 si s0 2 F , sinon nf = 0.

ii. Si le noeud x0 n'appartient pas �a S, alors ajouter le noeud x0 �a S et l'arc
(x; x0) �etiquet�e par t �a X, sinon ajouter seulement l'arc (x; x0) �etiquet�e
par t �a X.
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L'algorithme ci-dessus s'arrête toujours, car G est �ni, de la même fa�con que le graphe
de couverture normal d'un r�eseau de Petri (voir remarque 2.2.10).

D'apr�es le th�eor�eme 3.11 de Valk et Jantzen [Valk85], nous avons L!(R; h)\Ls(f) 6=
; ssi il existe un cycle c = n0; n1; � � � ; nk; n0 dans G tel que n0 soit un noeud d�esign�e
(i.e. nf = 1) et �(�) � 0 o�u � = t1; � � � ; tk+1 est une s�equence de transitions sur c,
i.e. ti est l'�etiquette de e = (ni�1; ni). La s�equence � n'est pas vide : elle contient au
moins une transition. En e�et, pour k = 0, on a � = t1. Il est important que � soit non
vide pour obtenir une s�equence in�nie. Notons aussi que � n'est pas n�ecessairement
licite. La d�ecidabilit�e de l'existence d'un tel cycle peut être prouv�ee comme suit : pour
tout noeud d�esign�e n0, l'ensemble de toutes les s�equences de transitions � formant des
cycles dans G passant par n0 peut être repr�esent�e par une expression r�eguli�ere E. Par
exemple, l'expression r�eguli�ere du cycle pr�esent�e par la �gure 4.1 est donn�ee par

E = t1(t3(t5 + t6)
?t4)

?t2:

'
&
$
%
'
&

$
%�������� ttt �

- -

�

�
�t6 t5

t3

t4

t1

t2

n0

Figure 4.1 : Exemple de cycle c.

Nous voulons d�ecider s'il existe � 2 L(E) tel que �(�) � 0 o�u L(E) est l'ensemble
des s�equences repr�esent�ees par E. Pour ce faire, nous pouvons consid�erer que E est
commutative. En utilisant les r�egles suivantes :

AB = BA;

(A+B)? = A?B?;

(A?B)? = �+A?B?B;

d�ecrites dans le livre de Conway [Conway71], E peut être exprim�ee comme une somme
�nie de termes de la forme �0�

?
1�

?
2 � � � �

?
n, o�u chaque �i est un cycle et �i 2 T

?(0 � i � n).
Ces r�egles ont la propri�et�e de ne pas \d�ecomposer" un cycle. i.e. si, par exemple,

ti et tj appartiennent au d�epart �a un même cycle alors, apr�es application des r�egles
de Conway, les deux transitions appartiennent toujours au même cycle. Pour mieux
illustrer ces propos, appliquons les r�egles de Conway �a l'expression E ci-dessus.

E = t1(t3(t5 + t6)
?t4)

?t2

= t1t2(t3t4(t5 + t6)
?)?

= t1t2((t5 + t6)
?t3t4)

?

= t1t2(�+ (t5 + t6)
?(t3t4)

?t3t4)
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= t1t2(�+ t?5t
?
6(t3t4)

?t3t4)

= t1t2 + t1t2t3t4t
?
5t
?
6(t3t4)

?

E = �10 + �20�
?
21�

?
22�

?
23 est une somme �nie de termes de la forme �0�

?
1�

?
2 � � � �

?
n avec

�10 = t1t2;

�20 = t1t2t3t4;

�21 = t5;

�22 = t6;

�23 = t3t4:

On remarque bien que chaque �ij est un cycle y compris �i0 (1 � i � 2). En
utilisant la programmation lin�eaire, nous pouvons d�ecider pour chaque �0�

?
1�

?
2 � � � �

?
n,

s'il existe �1; �2; � � � ; �n � 0 tels que �1 + �2 + � � � + �n > 0 et �(�0�
�1
1 ��22 � � � �

�n
n ) =

�(�0) + �1�(�1) + �2�(�2) + � � � + �n�(�n) � 0. 2

La contrainte �1 + �2 + � � � + �n > 0 n'a pas �et�e exig�ee dans l'article d'Uchihira.
L'ajout de cette contrainte est l'une des corrections apport�ees �a l'article [Uchihira90].
L'absence de cette contrainte permet �a �1 = �2 = � � � = �n = 0 d'être une solution
possible, ce qui conduit �a � = �. Or, comme nous l'avons d�ej�a annonc�e, � doit être non
vide.

Lorsque L(R; f; h) n'est pas vide, il est possible de trouver au moins une s�equence
� 2 L(R; f; h). La m�ethode pour ce faire est d�ecrite dans le th�eor�eme suivant. Ce
th�eor�eme sera tr�es utile au chapitre suivant.

4.2.3 Th�eor�eme. [Uchihira90] Si L(R; f; h) 6= ;, il est possible de construire une
s�equence de tir licite �d�

!
c sur R telle que h(�d�

!
c ) 2 L(R; f; h).

Preuve. En premier lieu, red�e�nissons la fonction poids � (d�e�nie pour toute transi-
tion t 2 T ) pour tout arc e = (x; x0) de G construit selon la preuve du th�eor�eme 4.2.2.
Nous notons �(e) = �(t) o�u t est l'�etiquette de l'arc e. D'apr�es le th�eor�eme 4.2.2, si
L(R; f; h) 6= ;, il existe un cycle2 c = e0e1e2 � � � ek dans G o�u e0 = (x0; x1); � � � ; ek =
(xk; x0);�(c) � 0 et x0 est un noeud d�esign�e. Remarquons que le cycle c peut-être
illicite. Nous montrons que le cycle c peut être construit et que nous pouvons aussi
construire un chemin d du noeud initial q0 au noeud d�esign�e x0 de fa�con que la s�equence
de transitions soit licite. Le marquage mx0 en x0 est tel que les places contiennent
su�samment de jetons pour que c soit licite. Par la suite, nous cr�eons, �a partir de dc!,
une s�equence de transitions licite �d�

!
c telle que h(�d�

!
c ) 2 L(R; f; h).

Construction du cycle c

Comme dans la preuve du th�eor�eme 4.2.2, nous pouvons calculer �1; �2; � � � ; �n � 0,
tels que �(c) = �(e0) +�1�(e1) +�2�(e2) + � � �+�n�(en) � 0 o�u ei peut ne pas être
adjacent �a ei+1. Chaque �i correspond au nombre de fois qu'un arc ei apparâ�t dans c.
Par cons�equent, la construction de c peut être r�eduite au cycle d'Euler, i.e. chaque arc
ei apparâ�t �i fois dans c avec �i > 0.

2Un cycle peut être d�ecrit soit par des noeuds soit par des transitions reliant des noeuds.
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Construction du chemin d

Il est possible de montrer que d = d0c
�1
1 d1c

�2
2 d2 � � � c�nn dn o�u ci est un cycle dans lequel

une place de G change de marquage en ! (nous l'appelons i�eme !-place). Nous voulons
calculer �1; �2; � � � ; �n � 0 tels que �(d0c

�1
1 d1c

�2
2 d2 � � � c�nn dn) � mx0 . Pour que d soit

licite, nous devons r�esoudre le syst�eme r�ecurrent suivant :

(0) M0 = m0 +�(d0), tel que le chemin d0, issu du marquage m0, soit licite,

(i) Mi = Mi�1 + �i�(ci) + �(di), tel que le chemin c�ii di, issu du marquage Mi�1,
soit licite,

(n) Mn � mx0 .

Nous pouvons r�esoudre ce syst�eme de la derni�ere �equation �a la premi�ere, c'est-�a-dire que
nous pouvons calculer les �i selon l'ordre d�ecroissant des indices i ind�ependamment de
�1; �2; � � � ; �i�1, puisque nous pouvons ignorer la j

�eme !-place pour tout j < i. 2

Pour mieux comprendre cette partie, traitons l'exemple illustratif suivant :

4.2.4 Exemple.
Soit le r�eseau de Petri de la �gure 4.2, tir�e de [Vidal92], sur lequel nous voulons

v�eri�er une formule logique temporelle f .

����
����u u

����

@
@

@
@

�

? ?

6

�
-

- -

t1

t2 t3

p1

p2 p3
2

Figure 4.2 : R�eseau de Petri R.

Les s�equences licites du r�eseau sont des pr�e�xes des s�equences de la forme : t1t
a1
2 t

b1
3

� � � tai2 t
bi
3 t1t

bi+1
3 avec :

a1 + � � � + ak � 2 � (b1 + � � � + bk) (1 � k � i)

et

2 � (b1 + � � � + bi+1) � a1 + � � � + ai � 2 � (b1 + � � � + bi+1) + 1:

Le premier franchissement de t1 est un coup d'envoi pour un traitement r�ep�etitif :
la transition t2 est toujours permise alors que la transition t3 est permise chaque fois
que la place p3 contient au moins deux jetons. Le deuxi�eme franchissement de t1 est
une demande d'interruption du traitement : la transition t2 n'est plus franchissable
et seule la transition t3 est tir�ee jusqu'�a ce que la place p3 contienne moins de deux
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jetons. Par la suite, aucune transition n'est franchissable. Pour permettre au r�eseau un
r�egime permanent, il faut interdire le deuxi�eme franchissement de t1. Cette condition
est donn�ee par la formule logique temporelle

f = t1 ^ 
2(:t1):

L'automate de B�uchi acceptant cette formule est donn�e �a la �gure 4.3 (th�eor�eme 3.2.1).

���� ����n

����

- -

?

�

y

����

����

s0 s1

s2

t1

:t1

t1

Vrai

Figure 4.3 : Automate de B�uchi acceptant f .

Construisons le graphe de couverture �etendu, repr�esent�e �a la �gure 4.4, �a partir du
r�eseau R, de la formule f et de la fonction d'�etiquetage, que nous supposons �egale �a la
fonction identit�e I (th�eor�eme 4.2.2).

?

?

�
�

�	

@
@
@R

�����
�����

t1

t1 t2
t2; t3

t3

t1

(0; 2; 0; s2; 0)

(2; 0; 0; s0; 0)

(1; 1; 0; s1; 1)

(1; 1; !; s1; 1)

(0; 2; !; s2; 0)

Figure 4.4 : Graphe de couverture �etendu G.

Le seul cycle c du graphe G impliquant un �etat d�esign�e passe par x0 = (1; 1; !; s1; 1)
o�u s1 est l'�etat d�esign�e de l'automate de B�uchi. D'o�u L(R; f; I) 6= ; (th�eor�eme 4.2.2).
L'expression r�eguli�ere E associ�ee �a c est :

E = (t2 + t3)
?

= t?2t
?
3 d'apr�es les r�egles de d�ecomposition de Conway.



V�eri�cation des r�eseaux de Petri. 55

E contient un seul terme de la forme �0�
?
1�

?
2 avec �0 = �, �1 = t2 et �2 = t3. La

fonction poids � appliqu�ee �a l'expression E donne :

�(t�12 t�23 ) = �1�(t2) + �2�(t3):

Cherchons �1 et �2 tels que �1�(t2)+�2�(t3) � 0. Comme �(t2) = (0; 0; 1) et �(t3) =
(0; 0;�2), on obtient �1 � 2�2. Pour obtenir un cycle d'Euler, il su�t de prendre
�1 = 2 et �2 = 1. Le chemin d du noeud q0 = (2; 0; 0; s0; 0) au noeud x0 = (1; 1; !; s1; 1)
est la s�equence t1t2. Ce chemin ne contient pas de cycles ci. Pour que c soit licite, nous
pouvons choisir mx0 = (1; 1; 1). Calculons maintenant le marquage initial. On a

mx0 = m0 +�(t1t2)

m0 = mx0 ��(t1t2)

= (1; 1; 1)� (�1; 1; 1)

= (2; 0; 0):

Ainsi, la s�equence de transitions t1t2(t
2
2t3)

! est une suite in�nie licite telle que
t1t2(t

2
2t3)

! 2 L(R; f; h). 2

Nous avons jusqu'ici montr�e que le probl�eme de vacuit�e de L(R; f; h) est d�ecidable et
que si L(R; f; h) n'est pas vide, alors il nous est possible d'extraire une s�equence de
transitions � contenue dans L(R; f; h). Il nous reste �a d�e�nir le probl�eme de v�eri�cation
et �a montrer qu'il est d�ecidable.

Le programme �a v�erifer peut être un syst�eme concurrent repr�esent�e par un r�eseau
de Petri. V�eri�er, c'est d�ecider si un r�eseau de Petri donn�e satisfait une sp�eci�cation
donn�ee. La sp�eci�cation est une formule logique temporelle dans laquelle les proposi-
tions atomiques correspondent aux transitions du r�eseau de Petri.

Ici, nous nous int�eressons seulement au langage in�ni L!(R; h), qui ne tient pas
compte des s�equences �nies, y compris les s�equences conduisant �a un blocage. C'est
pourquoi nous �etendons un r�eseau de Petri R au r�eseau R! qui est sans blocage, et
ce, en ajoutant une transition visible et bidon : nop (non-op�eration, voir �gure 4.5).
Nous supposons que toute transition est visible et que toute proposition atomique de f
correspond �a une transition de T . Dans ce cas, la fonction d'�etiquetage est la fonction
identit�e I.

����u
?

� �

� �
6

nop

Figure 4.5 : nop (non-op�eration).

Pour v�eri�er que le programme satisfait la sp�eci�cation, il su�t de v�eri�er que
L!(R!; I) � Ls(f), ce qui signi�e que toute s�equence de transitions est un mod�ele de
la formule LTLP f .
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4.2.5 D�e�nition. (V�eri�cation) [Uchihira90] Un r�eseau de Petri R! sans blo-
cage satisfait la sp�eci�cation LTLP f sous la condition d'�ev�enement unique Cu ssi
L!(R!; I) � Ls(f). D�ecider si R! satisfait f est appel�e probl�eme de v�eri�cation. 2

4.2.6 Th�eor�eme. (D�ecidabilit�e) [Uchihira90] Le probl�eme de v�eri�cation est d�eci-
dable.

Preuve. D'apr�es le lemme 3.3.5, le probl�eme de v�eri�cation (L!(R!; I) � Ls(f)) peut
être r�eduit au probl�eme de vacuit�e Ls(:f) \ L!(R!; I) = L(R!;:f; I) = ;, ce qui est
d�ecidable d'apr�es le th�eor�eme 4.2.2. 2

Le programme de v�eri�cation (voir �gure 4.6) prend en entr�ee :

1. Un programme concurrent repr�esent�e par un r�eseau de Petri.

2. Une sp�eci�cation f repr�esent�ee par une formule logique temporelle.

Oui/Non

PROGRAMME
DE

V�ERIFICATION

�
�

�
�
�
�

�
�programme

concurrent
sp�eci�cation f

? ?

?

Figure 4.6 : V�eri�cation d'un programme concurrent.

La sortie du programme est :

1. \Oui", si le programme en entr�ee satisfait la sp�eci�cation.

2. \Non", sinon.

Indiquons maintenant quelles sont les propri�et�es que la m�ethode permet de v�eri�er.

4.2.1 Ce qui est v�eri�able

La m�ethode pr�esent�ee dans ce chapitre permet de v�eri�er des propri�et�es que nous
pouvons exprimer en utilisant des transitions, alors qu'il est di�cile de v�eri�er des
propri�et�es faisant intervenir le nombre de jetons dans les places. Ceci est dû au fait
que la correspondance entre les propositions atomiques et les propri�et�es des RDP que
nous avons choisie est de type (d) (voir page 49).
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L'exclusion mutuelle

Le probl�eme classique de l'exclusion mutuelle se produit chaque fois que deux processus
veulent acc�eder �a une ressource non partageable (exemple : l'acc�es de deux utilisateurs
�a une imprimante). Pour l'exemple de la �gure 4.7, le processus producteur (t1; p3; t2)
et le processus consommateur (t3; p6; t4) communiquent par les tampons p4 et p5. Les
places p1 et p2 assurent l'exclusion mutuelle : soit le producteur, soit le consommateur
peut fonctionner. Les deux processus ne peuvent être en même temps dans leur section
critique respective, i.e. on ne peut avoir, en même temps, un jeton dans la place p3 et
un autre dans la place p6. En d'autres termes, les intervalles [t1; t2] et [t3; t4] ne doivent
pas se chevaucher, ce que nous pouvons formuler en logique temporelle par :

2(t1 ! 
(:t3 Ut2)) ^2(t3 ! 
(:t1 Ut4)):
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Figure 4.7 : R�eseau de Petri R!.

Ordre partiel

Il est possible d'exprimer un ordre parmi les tirs de transitions. Par exemple, si nous
voulons que deux transitions t1; t2 soient tir�ees �a tour de rôle, nous �ecrivons :

2(t1 ! (:t1 U t2)) ^2(t2 ! 
(:t2 Ut1)):

Interdiction de tir

2(t1 ! 
(2:t2))

signi�e que si �a un instant i � 0, t1 est tir�ee alors t2 n'est jamais tir�ee �a un instant
ult�erieur j (j > i).
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Privation obligatoire

Il est possible de v�eri�er si une transition t est priv�ee de tir �a un instant futur. Cette
propri�et�e s'exprime par :

32(:t):

Borne sur le nombre de jetons contenus dans une place

Ceci peut être v�eri��e par l'ajout d'une transition bidon b. Par exemple, 32:b (�gu-
re 4.8) permet de v�eri�er si la place p est born�ee.

����
?

�
��

@
@I

- �

p

b

Figure 4.8 : Place born�ee.

4.2.2 Ce qui n'est pas v�eri�able

Nombre de jetons

G�en�eralement, il est di�cile de v�eri�er le nombre de jetons dans les places. Ce probl�eme
est �equivalent �a la recherche d'un marquage accessible. Notons que le probl�eme d'ac-
cessibilit�e est d�ecidable. Cependant, la complexit�e de l'algorithme de d�ecision est tr�es
�elev�ee, car elle n�ecessite la construction explicite du graphe d'accessibilit�e. Le probl�eme
d'accessibilit�e, pos�e en 1962, a �et�e compl�etement r�esolu en 1982 [Kosaraju82, Mayr84].

Possibilit�e de blocage (Vivacit�e)

Il n'est pas possible de v�eri�er si un r�eseau est bloqu�e. Ceci est dû �a l'introduction de
la transition nop qui est une transition visible. Elle peut être it�er�ee ind�e�niment, en
cachant un blocage �a l'int�erieur du r�eseau initial.

Quand la formule LTLP est petite, compar�ee au RDP, la complexit�e de la m�ethode
de v�eri�cation est presque �equivalente �a celle du probl�eme de couverture (O(exp) en
espace m�emoire). Cependant, la m�ethode ne peut v�eri�er le probl�eme d'accessibilit�e
et la propri�et�e de vivacit�e dont la complexit�e est beaucoup plus grande que celle du
probl�eme de couverture.

4.2.7 Exemple. [Uchihira90] Comme exemple de programme concurrent �a v�eri�er,
consid�erons un probl�eme d'exclusion mutuelle contenant des tampons non born�es. Le
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RDP en entr�ee, R!, est repr�esent�e �a la �gure 4.7, o�u les places p5 et p6 sont des tam-
pons non born�es. Ce RDP est sans blocage, ainsi nous ignorons la transition nop.
La sp�eci�cation f impose que les intervalles [t1; t2] et [t3; t4] satisfassent la condition
d'exclusion mutuelle :

f = 2(t1 ! 
(:t3 Ut2)) ^2(t3 ! 
(:t1 Ut4)):

Nous devons v�eri�er que L!(R!; I) � Ls(f). Ceci peut être r�eduit au probl�eme
de vacuit�e Ls(:f) \ L!(R!; I) = L(R!;:f; I) = ; (voir preuve du th�eor�eme 4.2.6).
L'automate de B�uchi B:f = (ft1; t2; t3; t4; t5g; fs0; s1; s2; s3g; �; s0; fs3g) acceptant :f
est repr�esent�e par la �gure 4.9. Cet automate est l�eg�erement di��erent de celui donn�e
par Uchihira qui ne contient pas l'�etiquette t5. Cette modi�cation est n�ecessaire pour
la construction du graphe de couverture �etendu. Intuitivement, l'automate B:f accepte
toute s�equence in�nie contenant la suite t1(t1+ t4+ t5)

?t3 ou la suite t3(t3+ t2+ t5)
?t1.

Plus pr�ecisement, l'automate B:f accepte le chevauchement des intervalles [t1; t2] et
[t3; t4]. Le graphe de couverture �etendu G (�gure 4.10) est g�en�er�e �a partir du RDP
R! et B:f (th�eor�eme 4.2.2). G ne contient aucun noeud d�esign�e, ce qui signi�e que
L(R!;:f; I) = ;. Par cons�equent, R! satisfait f .
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Figure 4.9 : Automate de B�uchi B:f acceptant :f .
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Figure 4.10 : Graphe de couverture �etendu G.



Chapitre 5

Synth�ese des r�eseaux de Petri.

Garantir qu'un programme assure de mani�ere correcte l'ensemble des fonctionnalit�es pour

lesquelles il a �et�e r�ealis�e est en soi un probl�eme crucial en informatique s�equentielle. Que dire
alors lorsqu'il s'agit des syst�emes distribu�es ou concurrents, auxquels s'ajoutent des probl�emes
de nature temporelle, �a savoir la synchronisation et le non-d�eterminisme. Certaines recherches

[Valk85] bas�ees sur le mod�ele math�ematique simple (vecteur d'entiers) sous-jacent aux r�eseaux
de Petri, ont montr�e qu'il est possible de construire un r�eseau de Petri dont le langage est
la restriction de l'ensemble des comportements du r�eseau initial aux s�equences conduisant �a
des marquages v�eri�ant la propri�et�e souhait�ee.

Nous appliquons dans ce chapitre ces techniques �a la synth�ese des r�eseaux de Petri en
utilisant le proc�ed�e de la r�eutilisation. Sachant que le coût des tests compte beaucoup plus
que le coût du codage, ce proc�ed�e permet de minimiser les coûts de production. En e�et, nous

n'avons pas �a refaire des tests et des v�eri�cations qui ont �et�e e�ectu�es sur le r�eseau initial.
Nous montrons comment construire un r�eseau de Petri sans blocage et v�eri�ant une propri�et�e
d'�equit�e, �a partir d'un r�eseau de Petri d�ej�a existant. Nous traitons un exemple d'illustration
pour ce type d'application.

En�n, nous �etendons ces techniques �a la synth�ese compositionnelle de certains types
de programmes concurrents. Ces derniers sont constitu�es d'un contrôleur et d'un ensemble
d'agents. Le comportement d�esir�e est donn�e par une formule LTLP. Et nous terminons par

un exemple.

5.1 Repr�esentation �nie des ensembles de vecteurs

entiers

Le but de cette premi�ere section est de donner quelques d�e�nitions concernant les
vecteurs d'entiers, les notions d'id�eaux de r�esidu et quelques r�esultats des travaux de
Valk et Jantzen. Cette section est tr�es utile pour la compr�ehension du reste du chapitre.
Les d�e�nitions sont tir�ees principalement de [Valk85, Vidal92].

5.1.1 D�e�nition. Soient Z l'ensemble des entiers et N l'ensemble des entiers positifs.
Si A;B � Zk alors on note A+ B = fx+ yjx 2 A; y 2 Bg et A? =

S
i2N Ai o�u

A0 = f(0; 0; � � � ; 0)g; Ai+1 = Ai +A

61
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et (0; 0; � � � ; 0) est le vecteur nul de dimension k. 2

Soient A = f(2; 1)g et B = f(1; 0); (0; 1)g deux sous-ensembles de Z2. Alors,

A+B = f(3; 1); (2; 2)g;

A0 = f(0; 0)g; A1 = f(2; 1)g; A2 = f(4; 2)g;

On peut d�eduire facilement par r�ecurrence sur n que

An = f(2n; n)g pour tout n 2 N;

d'o�u

A? =
[
i2N

Ai = f(2n; n)jn 2 Ng:

5.1.2 D�e�nition. Soient m et m0 deux �el�ements de Nk
!, on d�e�nit alors

min(m;m0) = (min(m(1);m0(1));min(m(2);m0(2)); � � � ;min(m(k);m0(k)):

Si M;M 0 � Nk
! alors, on d�e�nit

min(M;M 0) = fmin(m;m0)jm 2 M et m0 2 M 0g:

2

Pour les ensembles A et B d�e�nis ci-haut, on a

min(A;B) = fmin((2; 1); (1; 0));min((2; 1); (0; 1))g

= f(1; 0); (0; 1)g:

5.1.3 D�e�nition. (Ensemble r�egulier) Les sous-ensembles r�eguliers de Zk sont
d�e�nis comme suit :

(a) Tout sous-ensemble �ni de Zk est r�egulier.

(b) Si A et B sont des sous-ensembles r�eguliers de Zk alors A [ B;A + B et A? le
sont aussi.

(c) Un ensemble A � Zk est r�egulier ssi il est obtenu par une combinaison �nie des
r�egles (a) et (b). 2
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Les sous-ensembles A et B pr�esent�es ci-haut sont alors r�eguliers, puisqu'ils sont �nis.
L'ensemble

C = f(x; y)j(x = 2y + 1 ou x = 2(y � 1)) et x; y 2 Ng

est-il r�egulier ?

C = f(x; y)jx = 2y + 1 et x; y 2 Ng [ f(x; y)jx = 2(y � 1) et x; y 2 Ng

= f(2n; n)jn 2 Ng+ f(1; 0)g [ f(2n; n)jn 2 Ng+ f(0; 1)g

= A? + f(1; 0)g [ A? + f(0; 1)g

= A? + f(1; 0); (0; 1)g

= A? + B

Comme C est la somme de deux ensembles r�eguliers A? et B, alors il est aussi
r�egulier.

5.1.4 D�e�nition. (Ensemble lin�eaire) Un ensemble r�egulier R � Zk est dit lin�eaire,
s'il a la forme R = fxg+B? pour x 2 Zk et un sous-ensemble �ni B � Zk. Un ensemble
r�egulier R � Zk est dit semi-lin�eaire, s'il est une union �nie d'ensembles lin�eaires. 2

Si B = f(0; 0; � � � ; 0)g alors le singleton R = fxg + B? = fxg est un ensemble
lin�eaire. L'ensemble D = f(2n + 1; n + 1)jn 2 Ng est un ensemble lin�eaire. En e�et,
D = f(1; 1)g+A?.

5.1.5 Th�eor�eme. [Conway71] Les sous-ensembles r�eguliers de Zk(ou Nk) sont exac-
tement les sous-ensembles semi-lin�eaires de Zk(ou Nk).

5.1.6 D�e�nition. (R�egion sp�eci��ee parm) Pour toutm 2 Nk
!, on appelle reg(m) =

fm0 2 Nkjm0 � mg la r�egion sp�eci��ee par m. 2

Remarquons que reg(m) est �ni pour tout m 2 Nk.

5.1.7 Lemme. Pour tout m 2 Nk
!, l'ensemble reg(m) est semi-lin�eaire.

Prenons par exemple m = (2; !) 2 N2
!. Alors,

reg(m) = f(2; 0); (1; 0); (0; 0)g+ f(0; 1)g?

= f(2; 0)g+ f(0; 1)g? [ f(1; 0)g+ f(0; 1)g? [ f(0; 0)g+ f(0; 1)g?:

reg(m) est une somme de trois ensembles lin�eaires donc il est semi-lin�eaire. Nous
d�e�nissons par la suite, les notions d'id�eal et de r�esidu.

5.1.8 D�e�nition. (Id�eal) Un ensemble K � Nk est un id�eal de Nk ssi K = K +Nk.
2
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Intuitivement, un ensemble K � Nk est un id�eal s'il est stable par passage aux valeurs
sup�erieures. Par exemple, l'ensemble K = f(n+5; n+4)jn 2 Ng est un id�eal puisqu'il
peut s'�ecrire

K = f(n+ 5; n+ 4)jn 2 Ng = K +Nk;

alors que K 0 = K [ f(1; 1)g ne l'est pas. En e�et, (2; 2) 2 K 0 +Nk mais (2; 2) 62 K 0

d'o�u K 0 6= K 0 +Nk.

5.1.9 D�e�nition. (R�esidu) Soit K un sous-ensemble de Nk. Le r�esidu de K, d�enot�e
res(K), est le plus petit sous-ensemble de K satisfaisant res(K)+Nk = K+Nk. 2

Le r�esidu d'un ensemble K � Nk est un ensemble �ni qui permet d'obtenir tout
l'ensemble par passage aux valeurs sup�erieures. Pour K = f(n+ 5; n+4)jn 2 Ng on a
res(K) = f(5; 4)g.

5.1.10 Lemme. Pour tout id�eal K de Nk, res(K) est �ni et K = res(K) +Nk est
une repr�esentation de K comme un ensemble semi-lin�eaire.

Dans le chapitre 2 (proposition 2.2.4), nous avons dit que si une propri�et�e monotone
est vraie pour un marquage donn�e, alors elle reste vraie pour tout marquage plus grand.
L'ensemble des marquages K pour lesquels la propri�et�e est vraie est donc un id�eal.
D�ecider si un marquage m de K v�eri�e la propri�et�e revient �a chercher dans res(K) un
minorant de ce marquage. Cela simpli�e �evidemment consid�erablement la proc�edure de
d�ecision de la propri�et�e. Des propri�et�es comme la quasi-vivacit�e, la terminaison in�nie
et le fait que le r�eseau soit non born�e peuvent se d�ecider suivant ce proc�ed�e. Pour
mettre en oeuvre ce processus de d�ecision, nous disposons d'un crit�ere de calculabilit�e
du r�esidu d'un id�eal de Nk. D�e�nissons, tout d'abord, une propri�et�e RES utile pour
l'algorithme de construction du r�esidu.

5.1.11 D�e�nition. (RES) Pour tout ensemble K � Nk, on d�e�nit le pr�edicat pK :
Nk

! ! fVrai;Fauxg par pK(m) = (reg(m)\K 6= ;). Un ensembleK poss�ede la propri�et�e
RES ssi le pr�edicat pK(m) est d�ecidable pour tout m 2 Nk

!. 2

5.1.12 Th�eor�eme. Soit K un id�eal de Nk. Alors, res(K) est e�ectivement calculable
ssi K poss�ede la propri�et�e RES.

Preuve : Supposons en premier que res(K) peut être calcul�e. Alors, K = res(K)+Nk

donne une repr�esentation semi-lin�eaire de K. Puisque reg(m) est un ensemble semi-
lin�eaire, la question \reg(m) \K = ; ?" est d�ecidable.

R�eciproquement, supposons que la question \reg(m) \ K = ; ?" est d�ecidable
pour tout m 2 Nk

!. La m�ethode suivante peut être utilis�ee pour calculer e�ectivement
res(K) :

Soit K un id�eal de Nk poss�edant la propri�et�e RES, i.e. pK(m) = (reg(m) \K 6= ;)
est d�ecidable pour tout m 2 Nk.
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Algorithme pour calculer res(K)

D�ebut (*initialisation*)
i := 0;M := f(!; � � � ; !)g;R := ;;
�n := Faux;
Tant que non(�n) faire

R�ep�eter

Choisir un m 2M ;

Si pK(m) = Faux alors M :=M � fmg

Jusqu'�a pK(m) = Vrai ou M = ;;

Si M = ; alors �n := Vrai

Sinon (* Ici reg(m) \K 6= ;; en cons�equence reg(m) contient au moins un �el�ement de

res(K) *)

R�ep�eter

Pour toutes les coordonn�ees i de m, remplacer m(i) dans m par le plus
petit n 2 N tel que pK(m) reste encore Vrai;

Poser m = (x1; � � � ; xk) le vecteur trouv�e �a la derni�ere �etape;

(* le nouveau vecteur m 2 Nk est un �el�ement de res(K) *)

R := R [ fmg;

M 0 :=

8<
: (y1; � � � ; yk) 2 Nk

!

91 � j � k : yj = xj � 1 et

yn = ! pour tout n 6= j

9=
; ;

(* M 0
i d�ecrit toutes les r�egions ne contenant pas l'�el�ement m, i.e. pour reg(M 0) :=S

m02M 0 reg(m0) on a Nk � reg(M 0) = fmg+Nk *)

M := min(M;M 0)

Finsi

Finfaire
Fin 2

Deux notions importantes d�ecoulent de la propri�et�e de monotonie (propri�et�e 2.2.4).
Il s'agit de s�equence r�ep�etitive et de r�egime permanent.

5.1.13 D�e�nition. (S�equence r�ep�etitive) [Vidal92] Une s�equence r est r�ep�etitive
ssi pour tout marquage m tel que m(rim0, on a m0 � m. Si m0 > m, alors r est
r�ep�etitive croissante. 2

Une s�equence r�ep�etitive est une s�equence qui ne diminue pas le nombre de marques
dans chaque place, c'est en fait une s�equence sur laquelle on peut \boucler", i.e. la
r�ep�eter autant de fois que l'on veut. La propri�et�e suivante d�ecrit le fait que si une telle
s�equence existe, le r�eseau admet un r�egime permanent.
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5.1.14 Proposition. (R�egime permanent) [Vidal92] Si w est une s�equence r�ep�eti-
tive, alors pour tout marquage m tel que m(wi, et tout n 2 N, on a :

� m(wni,

� w! est une s�equence in�nie admissible pour m.

Rappelons que F (R;m0) est l'ensemble des s�equences de tir licites �nies du r�eseau
de Petri R ayant comme marquage initial m0 (voir d�e�nition 2.3.6). Pour le reste de ce
chapitre, nous posons Gm = GC(R;m) le graphe de couverture de R issu de m, avec
m dans Nk

! et, pour tout m0 �etiquette d'un noeud du graphe Gm, L(Gm;m
0) d�enote

l'ensemble des chemins du graphe Gm issus de m0. Si X est l'ensemble des noeuds du
graphe Gm, alors L(Gm) =

S
m02X L(Gm;m

0) est l'ensemble des chemins du graphe.

5.1.15 Lemme. [Vidal92] Soient R un r�eseau de Petri et, m 2 Nk
! et m0 2 Nk

! deux
�el�ements de X.

(a) Si m0 2 reg(m), on a F (R;m0) � L(Gm;m).

(b) Si v 2 L(Gm) et si�(v) � 0, alors 9u 2 T ?;9m0 2 reg(m) tels que uv 2 F (R;m0).

Preuve.

(a) Une s�equence franchissable �a partir de m0 l'est �a partir de m du fait de la mono-
tonie. D'o�u,

F (R;m0) � F (R;m):(5.1)

De plus, si une s�equence est franchissable �a partir de m alors elle �etiquette un
chemin du graphe Gm issu de m, i.e. elle est �el�ement de L(Gm;m). Ainsi,

F (R;m) � L(Gm;m):(5.2)

D'apr�es (5.1) et (5.2), on obtient

F (R;m0) � L(Gm;m):(5.3)

(b) Si v 2 L(Gm) et �(v) � 0 alors v �etiquette un cycle du graphe issu d'un noeudm00

avec m00 un noeud du graphe (voir paragraphe juste apr�es la proposition 5.1.14).
Nous d�ecomposons P en trois sous-ensembles disjoints :

P1 = fp 2 P;m(p) = m00(p) = !g;

P2 = fp 2 P;m(p) 2 N et m00(p) = !g et

P3 = fp 2 P;m00(p) 2 N (et donc m(p) 2 N)g:

Soit u0 2 T ? le chemin (dans Gm) allant dem �am00. Il existe dans u0 des s�equences
r�ep�etitives croissantes qui font augmenter le marquage des places de P2 et qui
donc \am�enent" des ! dans ces places. Elles peuvent alors être it�er�ees. Nous
it�erons chacune d'elles de fa�con �a amener dans les places de P2 su�samment de
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marques pour que v soit franchissable. Le nombre de marques contenues dans
les places de P3 demeure inchang�e. En e�et, les s�equences sont r�ep�etitives. Donc,
soit le marquage d'une place augmente et alors il devient in�ni soit il reste �ni et
constant. Nous obtenons ainsi une s�equence u, allant de m �a m000 (dans R) avec
m000 � m00. De plus, comme v �etiquette un cycle allant de m00 �a m00 (dans Gm),
le franchissement de v laisse invariant le nombre de marques dans les places de
P3. Donc, la s�equence v est franchissable �a partir de m000 puisque les places de
P1 n'induisent pas de contraintes; celles de P2 ont �et�e remplies par u de sorte
qu'elles contiennent assez de marques pour permettre le franchissement de v.
En�n, du fait du cycle, celles de P3 n'ont pas chang�e. Elles permettent donc
toujours le franchissement de v. Puis pour chaque place p de P1, nous rempla�cons
la coordonn�ee in�nie m0(p) par :

m0(p) = �a
i=1W (p; ui) + �b

j=1W (p; vj)

avec u = u1 � � � ua et v = v1 � � � vb. On obtient ainsi un marquage m0 avec m0 �
m et m0(uvi. 2

5.1.16 D�e�nition. Soit w une s�equence in�nie de tir. L'ensemble des transitions de
w tir�ees in�niment souvent est d�enot�e In(w).

In(w) = ft 2 T j8i > 0 : 9j � i : t = w(j)g:

2

5.1.17 D�e�nition. (Marquage T̂ -continuel) [Valk85] Soit R = (P; T;W;m0) un
r�eseau de Petri. Un marquage m 2 Nk de R est dit T̂ -continuel pour un sous-ensemble
T̂ � T de transitions ssi il existe des s�equences in�nies w 2 T ! telles que m(wi et T̂ �
In(w). On note CONTINUEL(T̂ ) = fm 2 Nkjm est T̂ -continuelg. 2

Soient R = (P; T;W;m0) le r�eseau de Petri de la �gure ci-dessous et T̂ = ft2g.

���� ����u-� �
-

t1 t2

La seule s�equence in�nie est W = t!2 . Le marquage m = (0; 1) est T̂ -continuel puisque
m(wi et T̂ = ft2g � In(w) = ft2g. CONTINUEL(T̂ ) = f(a; b)ja; b 2 N et b > ag. En
e�et, pour tout marquage (a; b) avec b > a, le tir de la transition t1 dimunie le nombre
de jetons dans P1 et P2 de 1. Par contre, le tir de la transition t2 laisse inchang�e le
marquage. Apr�es a tirs de la transition t1, on aura comme marquage m = (0; b� a) et
seule la transition t2 2 T̂ peut être tir�ee.

D'apr�es la propri�et�e de monotonie des r�eseaux de Petri (voir proposition 2.2.4),
CONTINUEL(T̂ ) est un id�eal. Nous devons montrer qu'il satisfait la propri�et�e RES
(d�e�nition 5.1.11).
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5.1.18 Th�eor�eme. [Valk85] Soient R = (P; T;W;m0) un r�eseau de Petri et T̂ � T ,
alors CONTINUEL(T̂ ) satisfait la propri�et�e RES.

Preuve. Rappelons tout d'abord que s est le vecteur caract�eristique de la s�equence de
transitions s 2 T ? (voir d�e�nition 2.1.9) et que s(i) d�etermine le nombre d'occurences
de la transition ti dans s. Posons maintenant eT̂ 2 N

l, o�u l = jT j, d�e�ni comme suit :

eT̂ (i) =

8<
: 1 si ti 2 T̂ ;

0 sinon;

et montrons que

reg(m) \ CONTINUEL(T̂ ) 6= ; ssi 9v 2 L(Gm) : �(v) � 0 et v � eT̂ :(5.4)

Pour d�emontrer cette propri�et�e, supposons en premier lieu qu'il existe v 2 L(Gm)
tel que �(v) � 0 et v � eT̂ . D'apr�es le lemme 5.1.15, il existe m0 2 reg(m) et une
s�equence u 2 T ? tels que m0(uvi. Comme �(v) � 0, alors m0(uvni pour tout n 2 N
(voir proposition 5.1.14) et m0 est T̂ -continuel puisque T̂ � In(v!).

R�eciproquement, si m0 2 reg(m) est T̂ -continuel, alors il existe une s�equence in�nie
w 2 T ! telle que m0(wi et T̂ � In(w). �Evidemment, w peut être d�ecompos�ee en w =
w1w2 � � � ; o�u wi 2 T

? et wi � eT̂ . La suite m0(w1im1;m
0(w1w2im2;m

0(w1w2w3im3; � � �
d�e�nit une s�equence in�nie de marquagesm0;m1;m2; � � �. D'o�u, il existe n�ecessairement
des indices i < j tels que mi � mj. D�e�nissons v = wi+1wi+2 � � �wj , nous aurons alors
mi(vimj avec �(v) � 0 et v � eT̂ . Puisque mi 2 Acc(R;m0), il existe alors u 2 T ? tel
que m0(uimi. Ainsi, uv 2 L(Gm;m) et v 2 L(Gm). Ce qui d�emontre (5.4).

Maintenant, dans le but de d�ecider s'il existe des v 2 L(Gm) avec �(v) � 0 et
v � eT̂ nous proc�edons comme suit :

Au d�ebut, montrons que ER = L(G) \ fw 2 T ?jw � eT̂ g est l'intersection de deux
sous-ensembles r�eguliers et par cons�equent il est r�egulier.

� L(Gm) est un langage r�egulier. En e�et, il est possible de construire un automate
�ni M dont le langage est exactement L(Gm). Les �etats de M sont les noeuds
du graphe Gm, l'�etat initial est le marquage initial du graphe, tous les �etats sont
des �etats �naux et les �etiquettes sur les arcs sont les mêmes que celles du graphe.
Comme L(Gm) = L(M) est un langage reconnu par un automate �ni, il est alors
r�egulier.

� Le langage fw 2 T ?jw � eT̂ g peut être aussi reconnu par un automate �ni. Il
su�t de construire un automate qui accepte toutes les s�equences �nies contenant
au moins une occurrence de chaque transition ti telle que la i

�eme composante de
eT̂ est �egale �a 1. Nous illustrons ce propos par un simple exemple dont le nombre

de composante de eT̂ �egale �a 1 est 2. Soient T = ft1; t2; t3g et T̂ = ft1; t2g. eT̂ est
donn�e par le vecteur

eT̂ =

0
BB@

1

1

0

1
CCA :

L(M) = fw 2 T ?jw � eT̂g est le langage de l'automate ci-dessous.
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t1

t1

t2 t2

t1; t2; t3 t1; t2; t3

t1; t2; t3 t1; t2; t3

Pour cet exemple, le nombre de composante de eT̂ �egale �a 1 est 2. L'automate a
la forme d'un carr�e. Si ce nombre est �egale �a 3, l'automate aura la forme d'un
cube et ainsi de suite.

Une repr�esentation �nie de ER peut être construite �a partir du graphe de couverture
Gm. Comme ER est r�egulier, �(ER) = f�(v)jv 2 ERg est un sous-ensemble r�egulier,
donc semi-lin�eaire, de Zk. Alors S = �(ER)\Nk est un ensemble semi-lin�eaire de Nk,
une repr�esentation duquel nous pouvons e�ectivement calculer. La question \S 6= ;?"
est ainsi d�ecidable et est �equivalente �a :

9v 2 L(Gm) : �(v) � 0 ^ v � eT̂ ?

Par cons�equent, CONTINUEL(T̂ ) satisfait la propri�et�e RES. 2

Le r�esultat suivant est une cons�equence directe de la preuve du th�eor�eme 5.1.18.

5.1.19 Th�eor�eme. (D�ecidabilit�e) [Valk85] �Etant donn�es un r�eseau de Petri R =
(P; T;W;m0) et un ensemble de transitions T̂ � T , il est d�ecidable si un marquage m
est T̂ -continuel.

Preuve. La preuve de l'�equation (5.4) montre qu'un marquage m est T̂ -continuel ssi
le graphe de couverture Gm contient un chemin de m0 �a m00 �etiquet�e par u 2 T ? et un
cycle de m00 �a m00 �etiquet�e par v 2 T ?, tel que �(v) � 0 et que toute transition t 2 T̂
soit tir�ee au moins une fois dans v. 2

5.1.20 Th�eor�eme. L'ensemble �ni res(T̂ -continuel) peut être e�ectivement calcul�e.

Preuve. Elle se d�eduit du th�eor�eme 5.1.12 et du th�eor�eme 5.1.18. 2

Ayant la possibilit�e de calculer le r�esidu res(K) d'un id�eal K, nous pouvons main-
tenant contrôler un r�eseau de Petri de fa�con que tout marquage accessiblem reste dans
K (par exemple K = CONTINUEL(T̂ )).
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5.1.21 D�e�nition. Soient R un r�eseau de Petri, m0 son marquage initial et K � Nk.
On note

FK(R;m0) = fu 2 F (R;m0)j8v < u;8m0 2 Nk; si m0(vim
0; alors m0 2 Kg;

AccK(R;m0) = fm 2 Nkj9u 2 FK(R;m0);m0(uimg:

2

FK(R;m0) est l'ensemble des s�equences dont le franchissement m�ene toujours �a des
marquages appartenant �a K et AccK(R;m0) est l'ensemble des marquages que l'on
peut atteindre sans quitter K.

5.1.1 Application au contrôle d'un r�eseau de Petri

Parmi tous les comportements possibles d'un r�eseau, certains peuvent se r�ev�eler plus
int�eressants que d'autres. Par exemple, dans l'optique de l'obtention d'un r�egime per-
manent, les comportements conduisant �a un blocage sont sans int�erêt, et doivent être
�evit�es. Le but de l'utilisateur, lors de la sp�eci�cation d'un syst�eme, est donc de con-
traindre le syst�eme de sorte �a ne garder que les comportements \favorables".

Supposons que ces comportements soient ceux conduisant �a des marquages
poss�edant une propri�et�e monotone (par exemple, tel que le r�eseau soit �a terminai-
son in�nie). L'ensemble des marquages poss�edant cette propri�et�e est alors un id�eal.
Nous allons montrer que l'on peut construire un r�eseau de Petri dont le langage est la
restriction de l'ensemble des comportements du r�eseau initial aux s�equences conduisant
�a des marquages v�eri�ant la propri�et�e souhait�ee, i.e. un r�eseau �a terminaison in�nie.

Cette sous-section est extrêmement technique et o�re des r�esultats importants en
terme d'analyse et de construction des r�eseaux par une m�ethode math�ematique �ne.
Nous construisons donc un nouveau r�eseau de Petri RK associ�e au r�eseau R et �a
l'id�eal K = CONTINUEL(T̂ ). Nous modi�ons les pr�econditions du r�eseau de sorte que
l'ensemble des marquages accessibles de RK soit un sous-ensemble de l'id�eal K.

5.1.22 D�e�nition. (R�eseau contrôl�e) [Valk85] Soient R = (P; T;W;m0) un r�eseau
de Petri etK un id�eal. On appelle r�eseau contrôl�e par K le r�eseau RK = (P; T 0;W 0;m0)
o�u :

T 0 = T1 [ T2

T1 =

8<
: t 2 T

8m0 2 res(K) : 9m 2 res(K) : 8p 2 P

max(m0(p);W (p; t)) +W (t; p) �W (p; t) � m(p)

9=
;

T2 = ftmjt 2 T n T1;m 2 res(K)g:

1. Pour t 2 T1;W 0(p; t) =W (p; t) et W 0(t; p) =W (t; p).
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2. Pour tm 2 T2,

W 0(p; tm) = max(W (p; t);m(p) �W (t; p) +W (p; t));

W 0(tm; p) = max(W (t; p);m(p));

i.e.,

(W 0(p; tm);W
0(tm; p)) =

(
(W (p; t);W (t; p)) si W (t; p) � m(p);

(m(p)�W (t; p) +W (p; t);m(p)) sinon:

2

Nous notons iK la relation d'accessibilit�e de ce r�eseau. Nous d�e�nissons de plus la
fonction d'�etiquetage h : T 0 ! T ,

h(t0) =

8<
: t0 si t0 2 T1 et

t si t0 = tm 2 T2:

Ce r�eseau v�eri�e les propri�et�es suivantes :

5.1.23 Proposition. [Valk85] Soient R = (P; T;W;m0) un r�eseau de Petri, K un
id�eal et RK = (P; T 0;W 0;m0) le r�eseau de Petri contrôl�e par K. Alors on a

1. m 2 K et m(tiKm
0 ) m0 2 K:

2. 8t0 2 T 0 : C 0 � t0 = C � h(t0) o�u C 0 et C sont les matrices d'incidence des r�eseaux
RK et R.

Preuve.

1. Nous pouvons �ecrire m = n0 + n avec n0 2 res(K), puisque m 2 K et K un
id�eal.

(a) Si t 2 T1 alors

9m00 2 res(K) tel que max(n0(p);W (p; t))+W (t; p)�W (p; t) � m00(p)
pour tout p 2 P (par d�e�nition de T1).
Or, m(ti

K
m0 donc

n0(p) + n(p) = m0(p) �W 0(p; t) =W (p; t):(5.5)

On a bien �evidemment

n0(p) + n(p) � n0(p):(5.6)

Ceci donne

n0(p) + n(p) � max(n0(p);W (p; t)) (d'apr�es 5.5 et 5.6).(5.7)

D'o�u,

m0(p) = n0(p) + n(p)�W (p; t) +W (t; p)

(d'apr�es 5.7)

� max(n0(p);W (p; t)) �W (p; t) +W (t; p)

� m00(p):

Comme K est un id�eal et m00 2 K, on a alors m0 2 K.
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(b) Si t = tm00 2 T2 :

� Si W (t; p) � m00(p) alors W 0(p; tm00) =W (p; t):

m(tiK ) n0(p) + n(p) �W 0(p; tm00) =W (p; t):(5.8)

m0(p) = n0(p) + n(p) +W 0(tm00 ; p)�W 0(p; tm00)

= n0(p) + n(p) +W (t; p) �W (p; t) (par hypoth�ese)

� n0(p) + n(p) +m00(p)�W (p; t)

(d'apr�es 5.8)

� m00(p):

� Si W (t; p) < m00(p) alors m(tiK ) m(p) �W 0(p; t):

n0(p) + n(p) �W 0(p; t) = m00(p)�W (t; p) +W (p; t):(5.9)

(d'apr�es la d�e�nition 5.1.22).
Donc

m0(p) = n0(p) + n(p) +W (t; p) �W (p; t)

(d'apr�es 5.9)

� m00(p):

Par cons�equent, on a m0 � m00;m00 2 K, d'o�u l'on tire m0 2 K.

2. Rappelons que la matrice d'incidence est donn�ee par :

C(i; j) = post(i; j) � pr�e(i; j)

= W (tj ; pi)�W (pi; tj):

En utilisant les �equations 1 et 2 de la d�e�nition 5.1.22, on a pour tout i :

si t0 2 T1,

C 0(i; :) � t0 = (W 0(:; pi)�W 0(pi; :)) � t0

= (W (:; pi)�W (pi; :)) � h(t0)

= C(i; :) � h(t0)

sinon t0 = tm avec m 2 res(K)

si W (t; :) � m alors

C 0(i; :) � t0 = (W 0(:; pi)�W 0(pi; :)) � t0

= (W (:; pi)�W (pi; :)) � t

= C(i; :) � h(t0)

sinon

C 0(i; :) � t0 = (W 0(:; pi)�W 0(pi; :)) � t0

= (m� (m+W 0(pi; :)�W 0(:; pi))) � t

= (W (:; pi)�W (pi; :)) � t

= C(i; :) � h(t0):

2
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Modulo un �etiquetage, le comportement de ce r�eseau est l'ensemble des comporte-
ments du r�eseau initial permettant de ne pas sortir de l'id�eal, ce que d�ecrit le th�eor�eme
suivant :

5.1.24 Th�eor�eme. [Vidal92] Soient R = (P; T;W;m0) un r�eseau de Petri, K un id�eal
et RK = (P; T 0;W 0;m0) le r�eseau contrôl�e par K. 8m1 2 K;8t 2 T :

1. m1(tim2 et m2 2 K , 9t
0 2 T 0 : h(t0) = t et m1(t

0iKm2.

2. Acc(RK;m1) = AccK(R;m1).

3. h(F (RK ;m1)) = FK(R;m1).

Preuve.

1. ) Si t 2 T1, alors on prend t0 = t, et le r�esultat est imm�ediat. Sinon, soit
m 2 res(K), tel quem � m2 (un telm existe carm2 2 K). Soit t0 = tm 2 T2.

On a m1(p) = m2(p) �W (t; p) +W (p; t) � m(p) �W (t; p) +W (p; t) pour
tout p 2 P . On a �egalement m1(p) � W (p; t) car m1(ti. Par cons�equent,
m1(p) � max(W (p; t);m(p) �W (t; p) +W (p; t)) =W 0(p; t0), donc m1(t

0iK.

De plus, m1(p) +W 0(t0; p)�W 0(p; t0) = m1(p) +W (h(t0); p)�W (p; h(t0)) =
m2(p), d'apr�es la proposition 5.1.23. En r�esum�e, m1(t

0iKm2 et h(t
0) = t.

D'o�u,

m1(tim2 et m2 2 K ) 9t
0 2 T 0 : h(t0) = t et m1(t

0iKm2:

( Si t0 2 T1; t
0 = h(t0) et le r�esultat est imm�ediat, en utilisant la proposi-

tion 5.1.23.

Sinon t0 = tm, on a m1(t
0iK, donc m1 � W 0(p; t0) � W (p; t), de sorte que :

m1(ti et

m2(p) = m1(p) +W 0(t0; p)�W 0(p; t0)

= m1(p) +W (t; p) �W (p; t) 2 K

d'apr�es la proposition 5.1.23, i.e. m1(tim2 et m2 2 K. D'o�u,

m1(tim2 et m2 2 K ( 9t
0 2 T 0 : h(t0) = t et M1(t

0iKm2:

2. Soit m2 un marquage. Nous faisons une r�ecurrence sur la longueur de la s�equence
de transitions w allant de m1 �a m2 dans N

k.

(a) Si jwj = 1 (prenons w = t), alors d'apr�es le point 1 du th�eor�eme, on a
m2 2 AccK(R;m1), m2 2 Acc(RK;m1).

(b) Supposons le r�esultat acquis pour les s�equences de taille n. Soit w = vt avec
jvj = n.

m2 2 Acc(RK;m1) , m1(vtiKm2

, 9m;m1(viKm et m(tiKm2

, 9m;m 2 AccK(R;m1) et m2 2 AccK(R;m)

, m2 2 AccK(R;m1):
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3. Nous proc�edons de nouveau par r�ecurrence sur la longueur des s�equences de
transitions.

(a) Si jwj = 1, on applique le point 1 du th�eor�eme.

(b) Nous supposons le r�esultat acquis pour les s�equences de taille n. Si w = vt,
avec jvj = n, alors

w 2 FK(R;m1) , 9m; v 2 FK(R;m1) et t 2 FK(R;m) et m1(vim

, 9m; v 2 h(F (RK ;m1)) et t 2 h(F (RK ;m)) et

m1(vim

, vt 2 h(F (RK ;m1)):

2

Suite �a ces r�esultats, nous pouvons ainsi synth�etiser ou plus pr�ecis�ement modi�er un
r�eseau de Petri d�ej�a existant, de fa�con �a ce qu'il :

� soit sans blocage,

� ne contienne pas de boucles in�nies contenant seulement des transitions invisibles.

Les transitions invisibles (voir page 16) sont des transitions que l'usager ne peut ob-
server et qui paraissent comme des transitions internes. Une transition est visible si
son �etiquette est visible. L'ensemble des transitions visibles est d�enot�e V . Pour V � �,
une transition �etiquet�ee par � est invisible. Pour le reste de chapitre, nous supposons
que � = V , c'est-�a-dire que pour toutes les transitions visibles t on a h(t) 2 � et pour
toutes les transitions invisibles t, on a h(t) = �. Rappelons que F!(R;m0) d�enote l'en-
semble des s�equences de tir licites in�nies du r�eseau R ayant comme marquage initial
m0 (voir d�e�nition 2.3.6). Nous avons aussi d�e�ni les notions de langage L(R; h), de
!-langage L!(R; h) et de �!-langage L�!(R; h) du r�eseau �etiquet�e (R; h).

5.2 Synth�ese des r�eseaux de Petri

Dans cette section, nous pr�esentons une m�ethode de synth�ese des r�eseaux de Petri
[Uchihira90]. Elle construit un r�eseau de Petri satisfaisant �a des sp�eci�cations lo-
giques temporelles en modi�ant l�eg�erement un r�eseau initial. Avant la description de
la m�ethode, d�e�nissons les notions de langage V-�equitable, de r�eseau sans blocage et de
r�eseau V-Juste.

5.2.1 D�e�nition. (Langage V-�equitable) [Uchihira90] Soit (R; h) un r�eseau �etiquet�e
o�u R = (P; T;W;m0) un r�eseau de Petri et h la fonction d'�etiquetage. Le langage
LV -eq

�! (R; h) � L�!(R; h) est d�e�ni comme suit : LV -eq

�! (R; h) = fh(�) 2 �1j� 2
F!(R;m0) sous la condition de V-�equit�eg o�u la condition de V-�equit�e signi�e que si
certaines transitions visibles sont in�niment souvent franchissables alors l'une d'elles
est n�ecessairement tir�ee. 2
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Rappelons que LV -eq

�! (R; h) peut contenir des mots �nis tels que � = ��!. Nous donnons
ci-dessous un exemple et nous discutons de quelques cas particuliers.

5.2.2 Exemple. Soit (R; h) un r�eseau de Petri �etiquet�e (�gure 5.1), o�u R =
(P; T;W;m0) avec

P = fp1; p2g;

T = ft1; t2; t3; t4g;

m0 = (1; 0);

h(t1) = a; h(t2) = b et h(t3) = h(t4) = �:

����u ����-
�

-
�

- -

?

6

p2p1 t1

t2

a

b

t3

�

t4

�

Figure 5.1 : R�eseau de Petri �etiquet�e et transitions visibles.

La seule s�equence in�nie visible de ce r�eseau est b!. Donc L!(R; h) = fb!g. Les
s�equences in�nies incluant � sont � = �! et bna�! = bna pour tout n 2 N. On
d�eduit alors que L�!(R; h) = fb!g [ f�g [ fbna : n 2 Ng. Parmi les transitions de
L�!(R; h) seuls b! et bna pour tout n 2 N sont des transitions V-�equitable. D'o�u,
LV -eq

�! (R; h) = fb!g [ fbna : n 2 Ng. Pour cet exemple, on a

L!(R; h) � LV -eq

�! (R; h) � L�!(R; h):

2

5.2.3 D�e�nition. (R�eseau sans blocage, r�eseau V-Juste) [Uchihira90] Un r�eseau
de Petri R = (P; T;W;m0) est sans blocage ssi il existe au moins une transition franchis-
sable pour tout marquage accessible. Un r�eseau de Petri �etiquet�e (R; h) est dit V-Juste
ssi LV -eq

�! (R; h) = L!(R; h). Cela signi�e qu'il n'existe pas de boucle in�nie contenant
seulement des transitions invisibles (qui parâ�t comme un blocage de l'ext�erieur) sous
la condition de V-�equit�e. 2

Soit (R; h) un r�eseau de Petri �etiquet�e (�gure 5.2), o�u R = (P; T;W;m0) avec

P = fp1; p2g;

T = ft1; t2; t3g;

m0 = (1; 0);

h(t1) = a; h(t2) = b et h(t3) = �:
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Figure 5.2 : R�eseau de Petri V-Juste.

Le r�eseau R est sans blocage et V-Juste pour V = ft1; t2g. En e�et, t3, qui est
une transition invisible, ne peut être tir�ee ind�e�niment sans que les transitions visibles
t1 et t2 soient tir�ees.

LV -eq

�! (R; h) = L!(R; h) = (t1t2)
!:

5.2.4 Th�eor�eme. (Synth�ese d'un RDP) [Uchihira90] Si �0�
!
c 2 L!(R; h), un

r�eseau de Petri (RK ; h
0) peut être construit en ajoutant certaines places, transitions

et arcs au r�eseau initial R tel que RK soit sans blocage, (RK ; h
0) soit V-Juste et

LV -eq

�! (RK; h
0) = f�0�!c g.

Preuve. Il est facile de construire un r�eseau de Petri �etiquet�e (R�; I) tel que
L!(R�; I) = f�0�!c g. Ensuite, construisons par composition le r�eseau de Petri (Rc; hc) =
(R; h)j�(R�; I). D'apr�es le lemme 2.3.9, L!(Rc; hc) = L!(R; h) \ L!(R�; I) = f�0�!c g.
Finalement, nous pouvons construire (RK; h

0) en modi�ant (Rc; hc) tel que RK soit sans
blocage et LV -eq

�! (RK; h
0) = L!(RK; h

0) = f�0�!c g. Le RDP (R�; I) a l'identit�e comme
fonction d'�etiquetage. Il a donc des transitions �etiquet�ees par des �el�ements de � et les
transitions sont aussi des �el�ements de �. Nous pouvons donc choisir T̂ �egal �a l'ensemble
des transitions de �c (voir th�eor�eme 5.1.19) a�n d'avoir un r�egime permanent. Calcu-
lons K = CONTINUEL(T̂ ) et res(K) (th�eor�eme 5.1.12). D'apr�es le th�eor�eme 5.1.24,
nous pouvons construire un nouveau r�eseau de Petri RK dont tous les marquages acces-
sibles sont contenus dans K avec le même nombre de places que Rc, mais en ajoutant
de nouvelles transitions et de nouveaux arcs. 2

5.2.5 Remarque. Cette preuve est l�eg�erement di��erente de celle de [Uchihira90].
Cette derni�ere construit un r�eseau de Petri �etiquet�e (R�; I) tel que L(R�; I) = f�0�?cg.
Or, ceci est faux lorsque le cycle �c contient plus d'une transition. Nous montrerons
dans l'exemple ci-dessous la n�ecessit�e de choisir un r�eseau de Petri �etiquet�e (R�; I) tel
que L!(R�; I) = f�0�!c g. 2



Synth�ese des r�eseaux de Petri. 77

L'exemple suivant est une application directe du th�eor�eme 5.2.4. Nous abr�evions
�(t) par t.

5.2.6 Exemple. [Uchihira90] Soit R = (P; T;W;m0) un r�eseau de Petri (�gure 5.3)
d�e�ni comme suit :

P = fp1; p2g;

T = ft0; t1; t2; t3g;

m0 = (2; 0);

pr�e =

 t0 t1 t2 t3
p1 1 1 0 0
p2 0 1 0 1

!
; post =

 t0 t1 t2 t3
p1 0 0 1 1
p2 1 0 1 0

!
:

V = ft0; t1; t2g est l'ensemble des transitions visibles et h = I=V est la fonc-
tion d'�etiquetage du r�eseau R. �Etant donn�e que la s�equence �0�

!
c 2 L!(R; h) avec

�0 = t0 et �c = t1t2, nous pouvons construire un r�eseau (RK; h
0) qui est sans

blocage, V-Juste et tel que LV -eq

�! (RK ; h
0) = f�0�

!
c g. Construisons tout d'abord le

r�eseau (R�; I) (�gure 5.4) tel que L!(R�; I) = f�0�!c g. Suite �a la remarque 5.2.5,
nous pouvons montrer que L(R�; I) 6= f�0�?cg, contrairement �a ce qu'on trouve
dans [Uchihira90]. En e�et, L(R�; I) = f�0(�?c + �?c t1)g: Combinons maintenant les
r�eseaux (R; h) et (R�; I) (d�e�nition 2.3.7) pour obtenir le r�eseau (Rc; h) (�gure 5.5),
i.e. (Rc; h) = (R; h)jV (R�; I). Nous donnons ci-dessous les matrices pr�e et post du
r�eseau Rc.

pr�e =

0
BBBBBB@

t0 t1 t2 t3
p1 1 1 0 0
p2 0 1 0 1
p3 1 0 0 0
p4 0 1 0 0
p5 0 0 1 0

1
CCCCCCA; post =

0
BBBBBB@

t0 t1 t2 t3
p1 0 0 1 1
p2 1 0 1 0
p3 0 0 0 0
p4 1 0 1 0
p5 0 1 0 0

1
CCCCCCA:

����u u
����  
!

#
"

- -

--

6

�

?

-
t2 t1t0t3

p1

p2

Figure 5.3 : R�eseau de Petri initial R.
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(0; 0; 0; 0; 1)
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?
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Figure 5.6 : Graphe de couverture du r�eseau Rc:
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Construisons par la suite le r�eseau RK tel que d�ecrit dans la d�e�nition 5.1.22. Don-
nons d'abord le graphe de couverture du r�eseauRc (�gure 5.6). Dans ce cas-ci, le graphe
de couverture co��ncide avec le graphe d'accessibilit�e. En e�et, le r�eseau ne contient pas
de places non born�ees (les marquages ne contiennent pas de !). La transition t3 am�ene
�a une situation de blocage. Par contre, l'ex�ecution de la s�equence in�nie t0(t1t2)

! per-
met d'obtenir un r�egime permanent. L'ensemble T̂ est, par cons�equent, choisi comme
suit :

T̂ = ft1; t2g:

L'ensemble des marquages m qui sont T̂ -continuel (d�e�nition 5.1.17) est

K = fm0 = (2; 0; 1; 0; 0);m1 = (1; 1; 0; 1; 0);m2 = (0; 0; 0; 0; 1)g+Nk:

�Etant donn�e que K est un id�eal, on peut appliquer l'algorithme donn�e dans la preuve
du th�eor�eme 5.1.12 pour construire le r�esidu de K. On obtient :

res(K) = fm0;m1;m2g:

Dans ce qui suit nous calculons le r�eseau contrôl�e par K, RK = (P; T 0;W 0;m0; ) (voir
d�e�nition 5.1.22). Rappelons que

T 0 = T1 [ T2

T1 =

8<
: t 2 T

8m0 2 res(K) : 9m 2 res(k) : 8p 2 P

max(m0(p);W (p; t)) +W (t; p) �W (p; t) � m(p)

9=
;

T2 = ftm j t 2 T n T1;m 2 res(K)g:

Calculons en premier lieu l'ensemble T 0 :

1. t0 62 T1:
En e�et, on a

max(m1;W (:; t0)) +W (t0; :)�W (:; t0) = (1; 1; 1; 1; 0) + (�1; 1;�1; 1; 0)

= (0; 2; 0; 2; 0)

6� m;8m 2 res(K):

2. t3 62 T1:
En e�et, on a

max(m1;W (:; t3)) +W (t3; :)�W (:; t3) = (1; 1; 0; 1; 0) + (1;�1; 0; 0; 0)

= (2; 0; 0; 1; 0)

6� m;8m 2 res(K):

3. t1 2 T1 et t2 2 T1:
Les deux tableaux suivants (tableau 5.1 et tableau 5.2) justi�ent l'appartenance
de t1 et t2 �a T1. Pour des raisons de visibilit�e des tableaux, nous repr�esentons un
vecteur (a1; a2; � � � ; an) par a1a2 � � � an.
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m0 W (:; t1) W (t1; :) max(m0;W (:; t1)) +W (t1; :)�W (:; t1) � m

m0 = 20100 21110+ 00001� 11010 = 10101 � m2

m1 = 11010 11010 00001 11010+ 00001� 11010 = 00001 � m2

m2 = 00001 11011+ 00001� 11010 = 00002 � m2

Tableau 5.1 : V�eri�cation de t1 2 T1.

m0 W (:; t2) W (t2; :) max(m0;W (:; t2)) +W (t2; :)�W (:; t2) � m

m0 = 20100 20101+ 11010� 00001 = 31110 � m1

m1 = 11010 00001 11010 11011+ 11010� 00001 = 22020 � m1

m2 = 00001 00001+ 11010� 00001 = 11010 � m1

Tableau 5.2 : V�eri�cation de t2 2 T1.

Ainsi,

T1 = ft1; t2g

T2 = ft0m0; t0m1 ; t0m2 ; t3m0; t3m1 ; t3m2g:

Calculons maintenant les matrices W 0(:; t) et W 0(t; :).

1. Pour tout t 2 T1, on a W 0(:; t) =W (:; t) et W 0(t; :) =W (t; :).

2. Dans le tableau 5.3, nous calculons les vecteurs W 0(:; t) et W 0(t; :) pour tout
t 2 T2.

tm m W (:; t) W (t; :) m�W (t; :) +W (:; t) W 0(:; tm) W 0(tm; :)

t0m0 m0 3�12�10 30200 21110

t0m1 m1 10100 01010 20100 20100 11010

t0m2 m2 1�11�11 10101 01011

t3m0 m0 11100 11100 20100

t3m1 m1 01000 10000 02010 02010 11010

t3m2 m2 �11001 01001 10001

Tableau 5.3 : Calcul des matrices W 0(t; :) et W 0(:; t).

Pour ne pas encombrer le sch�ema de la �gure 5.7, nous avons utilis�e des arcs �a
double sens lorsque le cas se pr�esente. Nous esp�erons que cette repr�esentation aide le
lecteur �a mieux comprendre le fonctionnement du r�eseau de Petri RK.

�A partir du marquage initial m1 = (2; 0; 1; 0; 0) la seule transition franchissable est
t0m1 . Par la suite, la boucle in�nie (t1t2)

! sera it�er�ee, ce qui nous donne un r�egime
permanent.

Avant de terminer cet exemple, r�esumant ce que nous avons fait. �A partir du r�eseau
initial R, on peut tirer la s�equence �0�

!
c = t0(t1t2)

!. Ce r�eseau est sans blocage mais
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Figure 5.7 : R�eseau de Petri RK.

il n'est pas V-Juste puisque le tir de la s�equence (t0t3)
! 2 L!(R; h) rend la transition

t1 in�niment franchissable sans jamais être tir�ee. La composition du r�eseau R avec
le r�eseau R� acceptant seulement la s�equence �0�

!
c donne le r�eseau Rc. Ce r�eseau

est V-Juste mais peut se trouver dans une situation de blocage. Il su�t de franchir
la transition t3. En e�et, pour la s�equence s = t0(t1t2)

?t3, on obtient m0(sim avec
m = (2; 0; 0; 0; 0). Aucune transition n'est par la suite franchissable. En appliquant la
d�e�nition 5.1.22 au r�eseau Rc, nous avons obtenu le r�eseau RK qui est sans situation de
blocage et V-Juste. La seule s�equence in�nie accept�ee par le r�eseau RK est t0m1(t1t2)

!.
Ce r�eseau est di��erent de celui de [Uchihira90]. Dans cet article, les transitions t0m0,
t0m2 , t3m0 et t3m2 sont �elimin�ees, puisqu'ils ne sont jamais franchis. Des arcs sont aussi
�elimin�es. Cependant, les deux r�eseaux ont le même langage. 2

5.2.7 Corollaire. Soient (R; h) un r�eseau de Petri �etiquet�e et f une formule LTLP.
Si L(R; f; h) 6= ;, un r�eseau de Petri �etiquet�e (RK; h

0) peut être construit en ajoutant
certaines places, transitions et arcs au r�eseau R tels que RK soit sans bloquage, (RK; h

0)
soit V -Juste et LV -eq

�! (RK; h
0) � L(R; f; h) � Ls(f).

Preuve. Imm�ediate d'apr�es les th�eor�emes 4.2.3 et 5.2.4. 2

5.3 Synth�ese compositionelle de programmes

La repr�esentation graphique ainsi que le formalisme math�ematique font des r�eseaux
de Petri un bon mod�ele pour la description et la sp�eci�cation des syst�emes concur-
rents. Cependant, les r�eseaux de Petri de grande taille sont di�ciles �a manipuler, i.e.
il est di�cile de d�eterminer leur comportement ou de prouver quoique ce soit, et leur
repr�esentation graphique peut perdre beaucoup de sa clart�e. D'o�u l'int�erêt d'une cons-
truction modulaire des r�eseaux de Petri dans laquelle on d�ecompose le syst�eme en un
ensemble de composantes. Mieux encore, ces derni�eres, i.e. les composantes, peuvent
être des objets d�ej�a utilis�es et valid�es que nous modi�ons l�eg�erement a�n de satisfaire
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la sp�eci�cation donn�ee [Uchihira90]. Le but principal d'une telle r�eutilisation est de
r�eduire consid�erablement le coût du d�eveloppement.

5.3.1 Structure du programme concurrent

Le programme que nous d�esirons construire consiste en un contrôleur et un ensemble
d'agents. Le contrôleur contrôle s�equentiellement chaque agent, tandis que les agents
sont ind�ependants les uns des autres et peuvent ainsi s'ex�ecuter en parall�ele. Le
contrôleur c et chaque agent ai communiquent via un ensemble de canaux de com-
munication synchrone Ci, comme en CCS [Milner89]. Nous supposons ici, que le
contrôleur et les agents sont d�ej�a construits �a partir des composantes r�eutilisables
mais qu'ils devront être modi��es pour satisfaire la sp�eci�cation. Le contrôleur est
repr�esent�e par un r�eseau de Petri Rc = (Pc; Tc;Wc;mc0) et l'agent ai est repr�esent�e
par Rai = (Pai; Tai ;Wai ;mai0). Les canaux de communication Ci entre Rc et Rai sont
d�e�nis comme suit :

Ci = fhi(t) 2 Tcjt 2 Taig;

o�u hi : Tai ! Tc [ f�g est une fonction d'�etiquetage, appel�ee fonction de canal, pour
connecter les transitions de Rai avec celles de Rc. Si t 2 Tai et hi(t) = � alors t est une
transition interne et invisible. Elle ne peut être reli�ee �a une transition de Tc.

5.3.2 Sp�eci�cation logique temporelle

L'utilisateur sp�eci�e un ensemble de contraintes par une formule LTLP f construite
sur l'ensemble des propositions atomiques Prop � Tc. Le nouveau contrôleur synth�etis�e
ainsi que les nouveaux agents doivent satisfaire f .

Ici, la synth�ese du programme concurrent signi�e la modi�cation des composantes
pour satisfaire la sp�eci�cation (contraintes) f . Le programme de synth�ese prend en
entr�ee :

1. une sp�eci�cation LTLP f ,

2. des programmes r�eutilisables, i.e. un contrôleur, des agents et des canaux de
communication (repr�esent�es par des r�eseaux de Petri Rc; Ra1; Ra2 ; � � � ; Rak et des
fonctions de canal h1; h2; � � � ; hk).

Il donne en sortie des programmes synth�etis�es satisfaisant la sp�eci�cation f , i.e. un
contrôleur, des agents et des canaux de communication (repr�esent�es par des r�eseaux de
Petri R0

c; R
0
a1
; R0

a2
; � � �R0

ak
et des fonctions de canal h01; h

0
2; � � � ; h

0
k).

Nous donnons, dans ce qui suit, la proc�edure de synth�ese du contrôleur puis celle des
agents. Cette fa�con compositionelle est tr�es pratique pour la synth�ese des programmes
de grande taille.
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5.3.3 Synth�ese du contrôleur

Nous pr�esentons ci-dessous l'algorithme de synth�ese du contrôleur. La premi�ere �etape
de l'algorithme consiste �a r�eduire le plus possible chaque r�eseau Rai en un r�eseau Rar

i

comme c'est fait dans [Lee85]. Intuitivement, la r�eduction d'un r�eseau de Petri con-
siste en la transformation d'un r�eseau original en un r�eseau r�eduit tout en pr�eservant
certaines propri�et�es d�esir�ees. L'espace des �etats accessibles est, par cons�equent, r�eduit
et l'analyse du nouveau r�eseau peut donner assez d'informations pour d�eduire le com-
portement du r�eseau original. Plusieurs m�ethodes ont �et�e d�ej�a �etudi�ees. On distingue
principalement les notions de macro-place et de macro-transition, qui consistent �a rem-
placer un sous-r�eseau du r�eseau original par une place (macro-place) ou une transition
(macro-transition). Le probl�eme complexe de r�eduction des r�eseaux de Petri n'a pas
�et�e pr�esent�e dans cet ouvrage, par crainte d'appesantir le m�emoire par des d�etails qui
peuvent nous �eloigner du sujet principal. Nous pensons quand même que la m�ethode est
compr�ehensible malgr�e ce manque. Cependant, l'implantation de l'algorithme n�ecessite
�evidemment l'exploration du probl�eme.

Algorithme de synth�ese du contrôleur

1. R�eduire chaque r�eseau de Petri Rai d'un agent ai en Rar
i
[Lee85] tel que

L!(Rai; hi) = L!(Rar
i
; hi).

2. Construire le r�eseau de Petri suivant :

(R; h) = (� � � (((Rc; I)jC1(Rar1
; h1))jC2(Rar2

; h2))jC3 � � � jCk
(Rar

k
; hk))

o�u jCi
est l'op�erateur de composition des r�eseaux de Petri par rap-

port �a Ci (voir d�e�nition 2.3.7). Nous abr�egeons cette composition par
Sync(Rc; Rar1

; Rar2
; � � � ; Rar

k
; h1; h2; � � �, hk), puisqu'elle repr�esente la synchronisa-

tion des processus avec les canaux.

3. Si L(R; f; h=Prop) = ; alors

A�cher \la synth�ese est impossible"

sinon

construire une s�equence in�nie de tirs � = �0�
!
c sur R telle que

h=Prop(�0�
!
c ) 2 L(R; f; h=Prop) (th�eor�eme 4.2.3).

4. Construire un r�eseau de Petri R0
c tel que L!(R

0
c; I) = fh(�0�

!
c )g. 2

Comme �a la remarque 5.2.5, nous suggerons que L!(R
0
c; I) = fh(�0�

!
c )g �a l'oppos�e de

ce qu'on trouve dans [Uchihira90], i.e. L(R0
c; I) = fh(�0�

?
c )g. Noter que h(�0�

!
c ) 2 T !

c

et que R0
c, le r�eseau de Petri du contrôleur synth�etis�e, est un programme s�equentiel

d�eterministe. Il est s�equentiel parce qu'il ne contient pas de transitions qui s'ex�ecutent
en parall�ele et, est d�eterministe car �a partir de tout marquage accessible, une et une
seule transition est franchissable.



Synth�ese des r�eseaux de Petri. 84

5.3.4 Synth�ese d'agent

Pour chaque agent, nous pouvons construire un r�eseau de Petri modi��e R0
ai

=
(P 0

ai
; T 0

ai
;W 0

ai
;m0

ai0
) et une fonction d'�etiquetage h0i : T

0
ai
! Ci, �a partir de Rar

i
et �0�

!
c ,

tels que R0
ai
soit sans blocage, (R0

ai
; h0i) soit Vi-Juste et LVi-eq

�! (R0
ai
; h0i) = fh(�0�

!
c )=Cig

(th�eor�eme 5.2.4).

5.3.1 Exemple. [Uchihira90] Soit un programme concurrent (�gure 5.8) compos�e :

� d'un contrôleur (�gure 5.9) repr�esent�e par le r�eseau de Petri Rc = (Pc; Tc;Wc;mc0)
avec Tc = fd�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2g,

� de deux agents (�gure 5.9) repr�esent�es par les r�eseaux de Petri Ra1 et Ra2 avec
Rai = (Pai ; Tai;Wai ;mai0

), Tai = fd�ebut;�n;Trop-pleing et Vi = fd�ebut;�ng pour
i = 1; 2.

Dans la �gure 5.9, nous avons entour�e chaque composante, i.e. le contrôleur et l'agent,
par une boucle ext�erieure. Les lignes �nes reliant le contour de l'agent �a des transitions
indiquent que seules ces transitions sont reli�ees �a des transitions du contrôleur par la
fonction canal hi. Les canaux de communication sont d�e�nis par :

hi(d�ebut) = d�ebuti; hi(�n) = �ni; hi(Trop-plein) = �;

d'o�u

Ci = fd�ebuti;�ni; �g:

L'ensemble des propositions Prop est �egal �a l'ensemble des transitions Tc

Prop = Tc = fd�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2g:

La formule LTLP f est donn�ee par :

f = 2(d�ebut1 ! 
(:d�ebut2 U�n1) ^

2(d�ebut2 ! 
(:d�ebut1 U�n2):

Elle signi�e qu'�a chaque fois que l'agent a1 franchit d�ebut1, l'agent a2 ne peut franchir
d�ebut2 avant que l'agent a1 ne franchisse �n1 et vice versa.

5.3.2 Remarque. Nous avons choisi de placer toutes les �gures de cet exemple �a la
�n, pour faciliter leur consultation. 2

Synth�ese du contrôleur

1. Dans notre exemple, les r�eseaux de Petri Rai ne contiennent pas de sous-r�eseaux
complexes et par cons�equent ne peuvent subir de r�eductions, donc Rai = Rar

i
.

2. Le r�eseau (R; h) = ((Rc; I)jC1(Ra1; h1))jC2(Ra2 ; h2)) est repr�esent�e par la �gu-
re 5.10.
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3. Construisons l'automate de B�uchi acceptant la formule f (�gure 5.11) et le graphe
de couverture �etendu G (�gure 5.12) comme indiqu�e aux th�eor�emes 3.2.1 et 4.2.2.

4. Cherchons un cycle c du graphe G contenant un noeud d�esign�e et tel que �(c) �
0. Posons cqi le cycle passant par qi. La s�equence c!q3 est une suite in�nie de
transitions d�ebut1, �n1 et Trop-plein. Il est clair que cette suite de transitions
n'est pas une s�equence �equitable vis-�a-vis de V2, puisqu'elle prive les s�equences
visibles d�ebut2 et �n2 d'être tir�ees. D'une fa�con sym�etrique, c

!
q4
n'est pas V1-Juste.

Par cons�equent, nous ne consid�erons que le cycle cq6 = (d�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2).
Notons que �(cq6) � 0 et que c!q6 est une s�equence licite, V1-Juste et V2-Juste.
Trouvons maintenant un chemin d partant du noeud initial q0 jusqu'au noeud q6.
Nous pouvons choisir

d = d�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2:

Ainsi, nous pouvons construire d'une mani�ere d�eterministe la s�equence de tran-
sitions licite �0�

!
c �a partir du chemin dc!q6 et telle que h=Prop(�0�

!
c ) = �0�

!
c 2

L(R; f; h).

�0�
!
c = (d�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2)(d�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2)

!

= (d�ebut1;�n1; d�ebut2;�n2)
!:

5. Nous pouvons en�n construire le r�eseau de Petri R0
c du contrôleur synth�etis�e tel

que L!(R
0
c; I) = fh(�0�

!
c )g. La �gure 5.13 repr�esentant le r�eseau R0

c est tir�ee de
[Uchihira90].

Synth�ese d'agent

Appliquons le th�eor�eme 5.2.4 pour la construction du r�eseau de Petri �etiquet�e
(R0

ai
; h0i). La �gure 5.14 montre la composition (Rar

i
; hi)jci(R�; I) telle que L!(R�; I) =

f(d�ebuti �ni)
!g et R� est le r�eseau acceptant la s�equence � = �0�

!
c avec �0 = ; et

�c = d�ebut �n. Le graphe de couverture du r�eseau R0
ai
est repr�esent�e par la �gure 5.15.

L'ensemble T̂ est donn�e par :

T̂ = fd�ebuti;�nig:

Le r�esidu de l'ensemble des marquagesK = fm1;m2;m3;m4g+Nk est calcul�e et donne

res(K) = fm1;m2g:

Par la suite, nous obtenons d�ebuti 2 T1, �ni 2 T1 et Trop-plein 62 T1. La transition
Trop-plein se d�ecompose alors en Trop-pleinm1

et Trop-pleinm2
. Les vecteurs d'incidence

de ces deux transitions sont donn�es par :

W 0(:;Trop-pleinm1
) = (1; 0; 3); W 0(:;Trop-pleinm2

) = (0; 1; 5)

W 0(Trop-pleinm1
; :) = (1; 0; 0); W 0(Trop-pleinm2

; :) = (0; 1; 2):

La repr�esentation de l'agent synth�etis�e est donn�ee �a la �gure 5.16. 2
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Le r�eseau R0
ai
obtenu est aussi l�eg�erement di��erent de celui de [Uchihira90]. Nous

avons calcul�e

W 0(:;Trop-pleinm2
) = (0; 1; 5) et W 0(Trop-pleinm2

; :) = (0; 1; 2)

alors que dans [Uchihira90],

W 0(:;Trop-pleinm2
) = (0; 1; 4) et W 0(Trop-pleinm2

; :) = (0; 1; 1):

Nous pensons que dans [Uchihira90], les auteurs ont proc�ed�e en plus �a des r�eductions
sans les mentionner. Dans les deux r�eseaux, i.e. notre r�eseau et celui de [Uchihira90],
le tir de la transition Trop-pleinm2

consomme 3 jetons. Cependant, pour notre r�eseau,
on doit avoir m(p3) � 5 alors que celui de [Uchihira90], on doit avoir m(p3) � 4.

�� ��
�� �� �� ��

' $

%&

r
r r
r r

rr
rcontrôleur

Agent 1 Agent 2

Figure 5.8 : Structure du programme concurrent.
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Figure 5.9 : R�eseaux de Petri du contrôleur et d'un agent.

5.3.3 Th�eor�eme. [Uchihira90] Si les r�eseaux de Petri �etiquet�es (R0
c; I), (R0

a1
; h01),

(R0
a2
; h02), � � �, (R0

ak
; h0k), peuvent être synth�etis�es suivant la m�ethode de synth�ese

pr�esent�ee ci-dessus �a partir des r�eseaux Rc; Ra1; Ra2 ; � � � ; Rak , des fonctions de ca-
nal h1; h2; � � � ; hk, et d'une fonction logique temporelle f , alors le r�eseau de Petri
�etiquet�e (R0; h0) = Sync(R0

c; R
0
a1
; R0

a2
; � � � ; R0

ak
; h01; h

0
2; � � � ; h

0
k) est sans blocage, V-Juste

et LV -eq

�! (R0; h0=Prop) � L(R; f; h=Prop) � Ls(f) sous la condition de V-�equit�e, o�u
(R; h) = Sync(Rc; Ra1 ; Ra2; � � � ; Rak ; h1; h2; � � � ; hk).
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Figure 5.10 : R�eseau de Petri compos�e R.
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�� ��q0 = (000s01)

�� ��q1 = (!!0s10)

�� ��q2 = (0!!s30)

�� ��q3 = (!!0s21)

�� ��q4 = (0!!s21)

�� ��q5 = (!!!s30)

�� ��q6 = (!!!s21)

�� ��q7 = (!!!s10)

����������9
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Figure 5.12 : Graphe de couverture �etendu G.
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Figure 5.14 : R�eseau de Petri d'un agent synth�etis�e.
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Figure 5.15 : Graphe de couverture du r�eseau compos�e (Rar
i
; hi)jci(R�; I).
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Preuve. Elle s'ensuit directement des m�ethodes utilis�ees dans le th�eor�eme 4.2.2 et
th�eor�eme 5.2.4. 2

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre une m�ethode qui, �a partir de programmes
repr�esent�es par des r�eseaux de Petri, construit des programmes (r�eseaux de Petri)
satisfaisant des formules logiques temporelles. Ces r�eseaux sont le r�esultat d'une modi-
�cation des r�eseaux initiaux. La m�ethode peut être utilis�ee soit pour un simple r�eseau
soit pour un syst�eme compos�e d'un ensemble de r�eseaux reli�es par des fonctions de
canal.



Chapitre 6

Conclusion

Ce m�emoire avait pour objectif essentiel d'exposer et d'�eclaircir l'article d'Uchihira
[Uchihira90]. L'int�erêt port�e �a un tel article est principalement dû aux points suivants :

1. Le nombre minime de travaux traitant de la combinaison des r�eseaux de Petri et
de la logique temporelle.

2. La complexit�e et la puissance des techniques utilis�ees.

3. La d�ecidabilit�e de la proc�edure de v�eri�cation de programmes concurrents.

4. L'approche compositionnelle de la synth�ese de programmes concurrents.

5. La r�eutilisation des programmes.

La construction d'un automate de B�uchi Bf , dont le langage accept�e L(Bf ) est exa-
ctement l'ensemble des s�equences satisfaisant la formule f , constitue notre premi�ere
di�cult�e rencontr�ee. En e�et, l'automate obtenu n'est pas minimal. Des recherches
bibliographiques nous ont permis de constater que, malheureusement, une technique
de minimisation des automates de B�uchi n'existe que dans le cas d�eterministe. Elle est
essentiellement la même que celle des automates �nis sur les mots �nis. Toutefois, dans
le cas non d�eterministe, cette m�ethode ne peut fonctionner. Le probl�eme vient du fait
que la classe des langages reconnaissables par les automates de B�uchi d�eterministes ne
co��ncide pas avec la classe des langages !-r�eguliers [Leeuwen90]. Un peu d'ing�eniosit�e
nous a permis d'�etablir quelques r�egles de r�eduction de l'automate. Cependant, la mani-
pulation de ces r�egles n�ecessite beaucoup d'attention. Rappelons que le nombre d'�etats
de l'automate est de l'ordre de 2O(jf j). L'implantation d'une telle proc�edure est possible
tant que la taille de la formule f n'est pas tr�es grande. Cependant, l'absence d'une
m�ethode de minimisation peut rendre di�cile l'�etude et l'utilisation de l'automate.

Au chapitre 4, nous avons pr�esent�e des correspondances entre les propositions ato-
miques de la LTLP et les r�eseaux de Petri. Ces correspondances sont n�ecessaires pour
la v�eri�cation des r�eseaux de Petri. Les propri�et�es (ou contraintes) �a v�eri�er sont ex-
prim�ees par des formules logiques temporelles. Nous avons discut�e de certaines classes
trouv�ees dans la litt�erature. Ces classes sont soit ind�ecidables �a l'�egard du probl�eme de
vacuit�e soit d�ecidables mais leur complexit�e est �equivalente �a celle du probl�eme d'acces-
sibilit�e, ce qui est presque impraticable. N�eanmoins, la classe �etudi�ee dans cet ouvrage
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est d�ecidable et sa complexit�e est �equivalente �a celle du probl�eme de couverture qui est
de loin moins complexe que le probl�eme d'accessibilit�e.

La proc�edure de v�eri�cation pr�esent�ee dans [Uchihira90] est tr�es �el�egante. Elle per-
met non seulement de d�ecider si le r�eseau de Petri v�eri�e la propri�et�e donn�ee, mais, si
c'est le cas, elle calcule en plus une s�equence de transitions in�nies licite et v�eri�ant
la propri�et�e. Certaines propri�et�es ne peuvent être v�eri��ees par cette m�ethode, telle
que la possibilit�e d'atteindre une situation de blocage. En contrepartie, des propri�et�es
comme l'ordre partiel et l'exclusion mutuelle, qui ne sont g�en�eralement pas couvertes
par l'analyse traditionnelle, peuvent être �etudi�ees par la m�ethode. Cette derni�ere re-
marque montre que la m�ethode n'est pas compl�ete. Toutefois, elle peut être utilis�ee
pour compl�eter l'analyse traditionnelle. Par exemple, si nous nous restreignons aux
r�eseaux de Petri born�es, la v�eri�cation devient simple [Uchihira90b, Katai82]. Mais
un tampon non born�e est souvent n�ecessaire pour sp�eci�er un programme concurrent.
Lors de l'analyse des programmes r�eels, on suppose que le tampon est born�e mais avec
une capacit�e aussi large que n�ecessaire. Remarquons cependant qu'avec la m�ethode
pr�esent�ee dans cet ouvrage, un r�eseau de Petri born�e �a grande capacit�e aura un graphe
de couverture plus large que celui du r�eseau de Petri non born�e.

Dans la derni�ere partie, une �etude de l'article de Valk et Jantzen [Valk85] �etait
n�ecessaire pour la compr�ehension de la m�ethode de synth�ese d'Uchihira. Nous avons
beaucoup appr�eci�e cet article tr�es technique, bas�e sur une approche purement math�e-
matique, �a savoir les vecteurs entiers et le calcul des r�esidus. L'id�ee principale est
de modi�er un r�eseau de Petri initial pour satisfaire certaines propri�et�es et ce, en
ajoutant des transitions et des arcs au r�eseau. L'ensemble P des places reste le même.
L'utilisation de la logique temporelle comme langage de sp�eci�cation di��erencie la
m�ethode de Uchihira de celle de Valk et Jantzen. La m�ethode de Uchihira a en plus
l'avantage de permettre une approche compositionnelle.

L'algorithme de synth�ese a d�ej�a �et�e programm�e par l'�equipe de Uchihira dans le
cadre du projet MENDELS ZONE [Uchihira90b], pour des r�eseaux de Petri born�e.
MENDELS ZONE est un syst�eme de synth�ese de programmes concurrents utilisant la
logique temporelle et les r�eseaux de Petri.

Finalement, mentionons que le contenu du m�emoire simpli�e beaucoup la tâche
pour un usager qui voudrait implanter les algorithmes de v�eri�cation et de synth�ese
(beaucoup plus de d�etails que l'article d'Uchihira). Une telle implantation fournit un
outil pour juger l'e�cacit�e et les limites de la m�ethode.
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